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Didattica della matematica. Dalla ricerca alle pratiche d’aula
D M 2026 (19), I-11. https://doi.org/10.33683/ddm.26.19.0 a OPEN ACCESS

Editoriale

Con questo diciannovesimo numero siamo entrati nel decimo anno di vita della nostra amata rivista
Didattica della matematica. Dalla ricerca alle pratiche d’aula. Dieci anni di impegno da parte delle
istituzioni che ci sostengono, dei membri del comitato scientifico e del comitato redazionale, dei
grafici,’ degli autori che si sono susseguiti in questi anni e di tutti i lettori che con costanza seguono
le nuove uscite. Una rivista innovativa basata sull’incontro di due mondi: quello della ricerca e delle
pratiche d’aula, che ha riscontrato una grande adesione sia a livello nazionale sia internazionale.
Ne é testimonianza 'ampliamento del comitato scientifico — che ora conta 36 membri, affiliati in
Svizzera, Italia, Francia, Spagna, Cipro, Canada — e la costituzione di un nuovo comitato “esperienze
didattiche” formato da 19 docenti di scuola dell’infanzia, elementare, media, media superiore e pro-
fessionale, a cui sara affidata in modo particolare la sezione Esperienze didattiche come promotori e
revisori.

In particolare, il decimo anno della rivista sara festeggiato con ’uscita del prossimo numero, il vente-
simo. Si trattera di un numero speciale dove verranno presentati alcuni progetti di ricerca in didattica
della matematica che hanno avuto negli anni significative ricadute nel mondo scolastico e ad essi
verranno affiancati articoli con testimonianze di docenti che hanno cambiato le proprie concezioni e
pratiche d’aula grazie a questi progetti. Anche le recensioni di questo numero speciale avranno una
veste adatta al particolare tema.

Questo numero, invece, segue la classica impostazione. Nella sezione Riflessione e ricerca sono pre-
senti tre articoli. 11 primo contributo, anche disponibile in inglese, approfondisce il ruolo dell’ar-
gomentazione per il futuro cittadino e in particolare nella didattica della matematica, adottando
la prospettiva pragma-dialettica sull’argomentazione come quadro teorico di riferimento; I’artico-
lo propone cinque elementi teorici (verbalizzazione, coscienza delle ragioni, dialogo, differenza di
opinione e incentivo all’argomentazione) utili all’analisi di quesiti matematici argomentativi, al fine
di distinguerli tra loro sulla base della caratterizzazione pragma-dialettica dell’argomentazione, e
identificando al contempo alcuni fattori progettuali che possano incentivare tali elementi. Il secondo
contributo presenta il progetto di ricerca “Confrontare senza Calcolare”, nato nell’ambito del progetto
ArAl allo scopo di promuovere un insegnamento relazionale dell’aritmetica favorendo il confronto
di espressioni matematiche, da interpretare come oggetti su cui riflettere e argomentare invece che
come calcoli da eseguire; I’articolo analizza quindici episodi tratti da sperimentazioni condotte in
diverse classi di scuola primaria’ e di scuola secondaria di primo grado® in Italia, al fine di indivi-
duare strategie didattiche per lo sviluppo di tali competenze relazionali negli allievi, insieme alle
competenze necessarie al docente per poter adottare tali strategie in modo efficace. Il terzo contributo
indaga le potenzialita dell’ambiente multi-touch, in particolare dell’app TouchCounts, nel favorire lo
sviluppo del senso del numero in allievi di quattro anni; il contributo analizza gli schemi adottati
dai bambini nell’interazione con 'app e mostra come consegne intenzionalmente progettate e una
mediazione adulta competente permettano loro di mobilitare specifici aspetti del senso del numero,
in particolare la gestione dell’ordinalita, la gestione del senso ricorsivo e la gnosia digitale.

1. I genere maschile viene usato in questo testo per designare persone, indipendentemente dal genere.
2. La scuola primaria in Italia dura cinque anni e corrisponde alla scuola elementare nel Cantone Ticino.
3. La scuola secondaria di primo grado in Italia dura tre anni e corrisponde ai primi tre anni di scuola media nel Cantone Ticino

© 2026 Sbaragli Silvia. Questo é un testo Open Access pubblicato dal Centro competenze didattica della matematica e dal Servizio
risorse didattiche e scientifiche, eventi e comunicazione del DFA/ASP-SUPSI in collaborazione con il DECS. Il testo & distribuito sotto i
termini della Licenza Creative Commons Attribuzione 4.0 Internazionale (CC BY 4.0) che permette di usare, condividere e modificare
il testo su qualsiasi mezzo a patto che I'autore e la fonte originale siano citati.

DdM 2026 (19), I-1I I


https://www.supsi.ch/ddm
https://www.supsi.ch/web/dfa/home
https://www4.ti.ch/decs/dipartimento/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.it
https://doi.org/10.33683/ddm.26.19.0

Editoriale

La sezione Esperienze didattiche presenta quattro articoli. Il primo contributo descrive un percorso
didattico proposto in una classe di quinta elementare con 1’obiettivo di promuovere il pensiero stra-
tegico nella risoluzione di problemi e giochi di strategia; I’esperienza didattica valorizza il ricorso a
rappresentazioni grafiche e il ragionamento per analogia al fine di guidare gli allievi a riconoscere,
sviluppare e riutilizzare strategie risolutive efficaci. Il secondo contributo presenta un laboratorio
museale sulle anamorfosi catottriche a specchio cilindrico, realizzato a partire dai modelli della Col-
lezione Macchine Matematiche del Sistema dei Musei e Orto Botanico dell’Universita di Modena e
Reggio Emilia; il laboratorio, rivolto ad allievi di scuola secondaria di primo grado, ha permesso loro
di apprendere in modo pratico e collaborativo come realizzare un’immagine anamorfica, configuran-
dosi come un esempio di educazione matematica informale. II terzo contributo propone un percorso
laboratoriale per introdurre la radice quadrata nella scuola secondaria di primo grado, ispirato alla
teoria dell’apprendimento significativo di Ausubel; attraverso la realizzazione di origami, 'uso di
strumenti e di giochi didattici, che sono risultati efficaci anche per un’allieva cieca partecipante al
percorso, gli allievi hanno potuto costruire una comprensione solida dei concetti matematici in gio-
co. Il quarto contributo presenta una rubrica per la valutazione delle competenze argomentative in
matematica nella scuola media, sperimentata sia dall’insegnante sia dagli allievi per ’autovalutazio-
ne in una classe di terza media; I’analisi degli elaborati mostra come lo strumento possa sostenere
la produzione di argomentazioni piti chiare e consapevoli e integrarsi efficacemente nella pratica
didattica quotidiana.

Auguriamo a tutte e a tutti una buona lettura di questi articoli e recensioni, dandovi appuntamento
per I'uscita speciale del numero 20!

Prof.ssa Silvia Sbaragli
Dipartimento formazione e apprendimento / Alta scuola pedagogica, SUPSI — Svizzera

DdM 2026 (19), I-1I il
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Editorial

With this nineteenth issue we have entered the tenth year of our dear journal Didattica della matem-
atica. Dalla ricerca alle pratiche d’aula. Ten years of dedication from the institutions that support us,
the members of the scientific and editorial committees, the graphic designers, the authors who have
contributed over the years, and all the readers who faithfully follow our new issues. An innovative
journal based on the convergence of two worlds: that of research and that of classroom practice, by
receiving significant support both nationally and internationally. This is evidenced by the expansion
of the scientific committee — which now comprises 36 members based in Switzerland, Italy, France,
Spain, Cyprus and Canada — and the establishment of a new “teaching and learning experiences”
committee made up of 19 teachers from pre-primary, primary, lower secondary, upper secondary and
professional schools, who will be specifically responsible for the Esperienze didattiche section as
promoters and reviewers.

In particular, the journal’s tenth anniversary will be celebrated with the release of the next issue, the
twentieth. This will be a special issue featuring several research projects in mathematics education
that have had significant impacts on the school world over the years, accompanied by articles with
testimonials from teachers who have changed their classroom conceptions and practices thanks to
these projects. Even the reviews in this special issue will be tailored to the specific theme.

This issue, however, follows the classic format. The Riflessione e ricerca section contains three articles.
The first contribution, also available in English, explores the role of argumentation for future citizens
and, in particular, in mathematics education, adopting the pragma-dialectical perspective on argu-
mentation as a theoretical framework; the paper proposes five theoretical elements (verbalization,
awareness of reasons, dialogue, difference of opinion, and incentive to argue) useful for analyzing ar-
gumentative mathematical tasks; the purpose is to distinguish them based on the pragma-dialectical
characterization of argumentation, while identifying certain task design factors that can encourage
these elements. The second article presents the research project “Comparing without Calculating”,
developed within the ArAl project to promote a relational teaching of arithmetic by encouraging the
comparison of mathematical expressions, which are to be interpreted as objects for reflection and ar-
gumentation rather than as calculations to be performed; the paper analyses fifteen episodes drawn
from classroom experiments conducted in primary school' and lower secondary school” in Italy, to
identify teaching strategies for developing these relational skills in students, as well as the skills
necessary for teachers to adopt such strategies effectively. The third paper investigates the potential
of the multi-touch environment, specifically the app TouchCounts, in fostering the development of
number sense in four-year-old children; the study analyses the schemes adopted by children when
interacting with the app and shows how intentionally designed tasks and competent adult mediation
enable them to mobilize specific aspects of number sense, especially the management of ordinal and
recursive structure, as well as finger gnosis.

The Esperienze didattiche section includes four articles. The first article describes an educational
path implemented in a fifth-grade class to foster strategic thinking in problem-solving and strategy
games; the didactical experience emphasises the use of graphic representations and reasoning by

1. The primary school in Italy lasts five years and corresponds to the grades from 1 to 5.
2. The lower secondary school in Italy lasts three years and corresponds to the grades from 6 to 8.

© 2026 Sbaragli Silvia. This is an Open Access text, published by Centro competenze didattica della matematica and Servizio risorse
didattiche e scientifiche, eventi e comunicazione of DFA/ASP-SUPSI in collaboration with DECS.The text is distributed under the terms
of the Creative Commons Attribution 4.0 International License (CC BY 4.0) that allows you to use, share and modify the text in any
medium as long as the author and the original source are credited.
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Editorial

analogy for guiding students to recognize, develop, and reuse effective problem-solving strategies.
The second contribution presents a museum workshop on catoptric anamorphoses with a cylindrical
mirror, based on models from the Collezione Macchine Matematiche within the Sistema dei Musei e Orto
Botanico of University of Modena and Reggio Emilia; the workshop, aimed at lower secondary school
students, allowed them to learn practically and collaboratively how to create an anamorphic image,
serving as an example of informal mathematics education. The third contribution proposes a hands-
on workshop to introducing square roots in lower secondary school, inspired by Ausubel’s theory of
meaningful learning; through the folding of origami, the use of tools and of didactical games, which
proved effective even for a blind student participating in the program, the students were able to build
a solid understanding of the mathematical concepts involved. The fourth contribution presents a ru-
bric for evaluating argumentative skills in mathematics in lower secondary school, tested by both the
teacher and the students for self-assessment in an eighth-grade class; the analysis of the students’
work shows how the tool can support the production of clearer and more informed argumentations
and can be effectively integrated into everyday teaching practice.

We wish you all a pleasant reading of these articles and reviews, and do not miss the next special
issue of number 20!

Prof.ssa Silvia Sbaragli
Dipartimento formazione e apprendimento / Alta scuola pedagogica, SUPSI — Switzerland

DdM 2026 (19), mI-1v v
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QUESTO ARTICOLO E DISPONIBILE ANCHE IN LINGUA INGLESE

Sunto / La pratica dell’argomentazione assume un
ruolo di estrema rilevanza in innumerevoli contesti
della vita di ciascun individuo, siano essi lavorativi
o quotidiani. La sua importanza trova riscontro in
ambito didattico, nei quadri di riferimento delle in-
dagini internazionali e nelle indicazioni di diversi
Paesi, in quanto strumento a supporto dell’appren-
dimento e come competenza centrale nella forma-
zione di ogni futuro cittadino di una complessa so-
cieta democratica. Questo articolo propone la teoria
pragma-dialettica come approccio all’argomenta-
zione in didattica della matematica, mettendo in
evidenza come questa prospettiva risulti in linea
con le indicazioni nazionali e internazionali. Sulla
base di questo approccio teorico si definiscono cin-
que elementi analitici essenziali affinché I’'argomen-
tazione possa dirsi tale in senso pragma-dialettico:
verbalizzazione, coscienza delle ragioni, dialogo,
differenza di opinione e incentivo all’argomentazio-
ne. Attraverso questi elementi si analizzano alcuni
esempi di quesiti argomentativi, evidenziando
come la pratica scolastica consideri talvolta come
argomentative attivita didattiche che escludono ele-
menti afferenti alle dimensioni pragmatica e sociale
dell’argomentazione messe in luce dalla teoria prag-
ma-dialettica, che invece sarebbero da considerare
dal punto di vista didattico.

Parole chiave: argomentazione; pragma-dialettica;
ragionamento; analisi di quesiti.

Abstract / The practice of argumentation plays an
extremely important role in countless contexts in
the life of every individual, whether at work or in
everyday life. Its importance is reflected in the ed-
ucational field through the reference frameworks
of international surveys and the guidelines of var-
ious countries, which highlight it as a tool to sup-
port learning and as a core skill in the education of
every future citizen of a complex democratic soci-
ety. This article proposes pragma-dialectical theo-
ry as an approach to argumentation in mathemat-
ics education, highlighting how this perspective is
in line with national and international guidelines.
Based on this theoretical approach, five essential
analytical elements for pragma-dialectical argu-
mentation are defined: verbalisation, awareness
of reasons, dialogue, difference of opinion, and in-
centive for argumentation. Through these ele-
ments, some examples of argumentative tasks are
analysed, highlighting how school practice some-
times considers as argumentative also teaching
activities that exclude elements related to the
pragmatic and social dimensions of argumenta-
tion emphasised by pragma-dialectical theory,
which should instead be considered from an edu-
cational perspective.

Keywords: argumentation; pragma-dialectics; rea-
soning; task analysis.
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1 Introduzione

La capacita di argomentare riveste un‘importanza cruciale in molteplici ambiti dell’esistenza umana,
trovando applicazione tanto nelle sfide professionali quanto nelle interazioni della vita quotidiana.
L'argomentazione entra in gioco ogni qualvolta non ci si limiti ad affermare qualcosa o a presentare
un‘informazione o un dato, ma si sceglie di dare ragione di cio che si sostiene, spesso cercando di con-
vincere qualcuno in merito a un certo argomento o rispetto a una decisione da prendere. Argomen-
tiamo, ad esempio, quando consigliamo un libro a un amico oppure invitiamo un collega a pranzo in
un nuovo ristorante. L'argomentazione assume un ruolo fondamentale nelle discussioni quotidiane e
informali ed & al tempo stesso lo strumento cardine dell’esercizio di una politica democratica, poiché
ricopre una funzione centrale nei contesti formalmente regolati dei dibattiti giuridici e parlamentari.

Limportanza dell'argomentazione nei contesti di vita quotidiana e nella sfera civile si riflette inevitabil-
mente anche in ambito educativo. Tant'é che i vari quadri di riferimento delle indagini internazionali,
nonché le indicazioni e i piani scolastici di diversi Paesi, sottolineano come lo sviluppo di tale com-
petenza sia centrale nella formazione di ogni studente’ lungo tutto il percorso scolastico da almeno
due punti di vista: per favorire I'apprendimento e per formare gli studenti come futuri cittadini di una
complessa societa democratica.

Come mostrera questo articolo, per raggiungere questo ambizioso traguardo durante la scolarita puo
essere importante considerare e adottare in classe le caratteristiche della teoria pragma-dialettica
dell'argomentazione, sviluppata ad Amsterdam da van Eemeren e Grootendorst, tra gli anni ‘70 e la
fine degli anni "90, e successivamente ampliata da van Eemeren e Houtlosser nei decenni seguenti.
Questa teoria pone le proprie basi sugli aspetti pragmatici, sociali e dialettici dell'argomentazione,
cruciali per interagire e confrontarsi efficacemente nelle societa contemporanee. In particolare, la
pragma-dialettica considera I'argomentazione come parte di un discorso volto a risolvere un confron-
to tra opinioni, attraverso la verifica metodica della validita delle tesi avanzate dagli interlocutori. In
tale approccio, la relazione con l'interlocutore assume un ruolo cruciale, in quanto ¢ I'atteggiamento
critico dell'interlocutore, inteso come esigenza di trovare ragioni adeguate ad azioni, decisioni e con-
vinzioni, che contribuisce all’'emergere e allo sviluppo dell’argomentazione stessa.

Questi elementi (pragmatici, sociali e dialettici) caratteristici dell'argomentazione considerata in ot-
tica pragma-dialettica dovrebbero essere presi in considerazione e valorizzati anche nel processo di
insegnamento-apprendimento, in particolare della matematica, da un lato perché la costruzione di
conoscenza avviene nello spazio di relazione comunicativa tra docente e studenti, dall‘altro perché le
scelte didattiche dei docenti possono essere impostate in modo da trattare temi disciplinari e culturali
come argomenti su cui innestare discussioni e dibattiti.

Attualmente, invece, la piu diffusa pratica scolastica concernente I'argomentazione in ambito ma-
tematico si basa sulla richiesta posta agli allievi di esplicitare e descrivere il ragionamento o il proce-
dimento risolutivo sotteso a un problema, senza che I'attivita sia inserita all’interno di un contesto
dialettico e pienamente argomentativo in cui diverse opinioni siano messe in discussione.

In questo articolo si intende dunque proporre la teoria pragma-dialettica come approccio teorico per
la pratica argomentativa in didattica della matematica. Per fare questo, dapprima mostreremo come
la teoria pragma-dialettica dell'argomentazione sia indicata per lo sviluppo di competenze argomen-
tative in linea con le indicazioni internazionali e nazionali. In seguito, dopo aver chiarito le caratteri-
stiche dell'argomentazione in ottica pragma-dialettica focalizzandoci in particolare sul rapporto tra
ragionamento e argomentazione, analizzeremo sei quesiti matematici considerati argomentativi dalla
pratica scolastica e i contesti potenziali in cui sono inseriti. Si tratta di quesiti profondamente differenti

1. Il genere maschile viene usato in questo articolo per designare persone, indipendentemente dal genere.
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tra loro da vari punti di vista: tipologia, atto linguistico richiesto, contesto nel quale vengono imple-
mentati. L'analisi e rivolta a rilevare quali e quanti degli elementi teorici dell'argomentazione nella
prospettiva pragma-dialettica vengano stimolati. Alla luce dei risultati raggiunti si mostrera come
in alcune di queste attivita siano predominanti gli elementi legati all'esplicitazione del ragionamen-
to rispetto agli elementi caratteristici della prospettiva pragma-dialettica dell'argomentazione. Verra
inoltre messo in evidenza quali elementi progettuali possano incentivare tali elementi analitici.

Tale analisi permettera di concludere che, affinché I'educazione matematica contribuisca allo svilup-
po di competenze argomentative per il futuro cittadino, come auspicato dalle indicazioni nazionali
e internazionali in ambito educativo, € necessario che i percorsi educativi includano anche pratiche
didattiche in cui I'argomentazione sia strumento di risoluzione di un confronto di opinioni, inserita
all'interno di contesti significativi in cui siano valorizzati tutti gli elementi dell'argomentazione eviden-
ziati dalla teoria pragma-dialettica.

2 Il ruolo dell’argomentazione in ambito educativo

La pratica argomentativa & stata riconosciuta dai ricercatori in educazione come fondamentale da piu
punti di vista, sia come competenza da sviluppare per il cittadino, sia come strumento dalle grandi
potenzialita per I'apprendimento disciplinare.

Questa duplice valenza dell'argomentazione é stata sintetizzata in modo efficace da Andriessen et al.
(2003) nel libro Arguing to learn, attraverso le seguenti due espressioni, imparare ad argomentare e
argomentare per imparare. In sintesi, se imparare ad argomentare prevede |'appropriarsi delle abilita
che caratterizzano I'argomentazione come atto comunicativo, quali giustificare una propria posizione,
0 controbattere a un‘opinione altrui, argomentare per imparare presuppone invece I'uso dell'argo-
mentazione in un contesto educativo al fine di raggiungere uno specifico obiettivo di apprendimento.
Per quanto distinti I'uno dall'altro & importante sottolineare che i due processi hanno forti dipendenze
reciproche. Infatti, come osservato da Schwarz (2009), nel momento in cui si argomenta per imparare
sara necessario fare affidamento su competenze argomentative gia possedute dagli studenti; al tem-
po stesso, il contenuto d'apprendimento di una discussione argomentativa pud riguardare I'argomen-
tazione stessa, come ad esempio le tesi e gli argomenti validi rispetto a un certo tema.
'argomentazione, intesa in entrambe le interpretazioni evidenziate da Andriessen, ha negli ultimi
decenni assunto un‘importanza crescente in ambito educativo, diventando oggetto di indagine e di
interesse da parte di numerosi ricercatori.

Per quanto concerne imparare ad argomentare, I'argomentazione viene concepita come una compe-
tenza trasversale, acquisita gradualmente durante I'apprendimento e applicabile in seguito a vari con-
testi. L'argomentazione rappresenta una competenza chiave per il cittadino di uno stato democratico,
come espresso con enfasi da Resnick e Schantz nella prefazione al libro Dialogue, Argumentation and
Education (Schwarz & Baker, 2016):

«La partecipazione [di un cittadino] a una democrazia dipende dalla capacita di partecipare attiva-
mente ai dibattiti e alle discussioni pubbliche quotidiane. Cio significa essere in grado di prendere
posizione sulla base di fatti, di controbattere a un’affermazione, di persuadere qualcuno ad avere
un’altra opinione a proposito di una certa idea o di convincere qualcun altro della validita di un
progetto. Significa saper sostenere una conversazione quando le parti coinvolte sono in forte
disaccordo. Sono queste le abilita che permettono agli individui di plasmare il proprio destino. Le
stesse competenze necessarie a una cittadinanza istruita per cambiare la societa».

(Schwarz & Baker, 2016, p. xii, traduzione degli autori)
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Il ruolo di tale competenza viene inoltre esplicitato nella prefazione del testo Argue with me di Kuhn
et al. (2017), in cui si ribadisce come I'argomentazione rappresenti

«lo strumento principale che i cittadini di una democrazia hanno per affrontare le molte questioni
che riguardano il loro benessere collettivo. Il presupposto alla base di una democrazia e che i suoi
cittadini possiedano |'abilita e la disposizione a utilizzare questi strumenti, per affrontare sia le
guestioni piu piccole sia quelle piti grandi».

(Kuhn et al., 2017, p. 150, traduzione degli autori)

Per quanto riguarda I'argomentare per imparare, le ricerche in merito hanno indagato le potenzialita
dell’argomentazione in termini di apprendimento di contenuti specifici in diversi ambiti disciplinari, tra
cui la matematica. In particolare, la ricerca sul tema ha evidenziato come, nel momento in cui I'argo-
mentazione si rivolge a un’altra persona, colui che argomenta é sollecitato a chiarire le contraddizioni
e le mancanze di quanto sostiene al fine di convincere il proprio interlocutore, approfondendo in tal
modo la comprensione del concetto in questione (Kuhn, 1992). A tal proposito, nell'introduzione
al libro Argumentation and Education, Muller Mirza e Perret-Clermont (2009) evidenziano come
I'argomentazione sia un processo linguistico, logico, dialogico e psicologico che ha le potenzialita di
migliorare la comprensione degli studenti, stimolando I'apprendimento in molti modi. Secondo gl
autori, le pratiche argomentative, implicando I'esplicitazione della propria posizione e la sua giustifica-
zione, consentono «approcci esplorativi e critici rispetto alla realta: gli studenti, incoraggiati a testare
la validita delle idee degli altri, sono portati a formulare obiezioni e contro-obiezioni e a comprendere
una molteplicita di posizioni» (Muller Mirza & Perret-Clermont, 2009, p. 1, traduzione degli autori).
La ricerca sul tema riconosce inoltre all'argomentazione la potenzialita di supportare I'organizzazione
della conoscenza (Means & Voss, 1996), nonché di favorire I'apprendimento riducendo il carico cogni-
tivo che questo comporta, grazie alla dimensione dialettica dell’argomentazione e alla collaborazione
tra pari. La dimensione sociale dell’argomentazione permette infatti una comprensione condivisa dei
concetti, con effetti positivi sulle dimensioni volitive e motivazionali degli studenti.

Le potenzialita didattiche della pratica argomentativa sono state riconosciute anche in ambito scien-
tifico e matematico. Diverse ricerche in ambito didattico mettono in evidenza come sia largamente
diffusa tra studenti di ogni grado la convinzione che la matematica sia una disciplina statica, costituita
da un sistema finito di regole, fatti e formule (Geisler & Rolka, 2021) nella quale la validazione delle af-
fermazioni si basa spesso sull'autorita dei libri di testo o dell’insegnante (Inglis & Mejia-Ramos, 2009).
Una convinzione, questa, che spesso trova riscontro anche tra gli insegnanti di matematica (Handal,
2003). In tal senso attraverso la pratica argomentativa & possibile veicolare una visione della scienza,
in particolare della matematica, come di un vivace dibattito, come avviene per tutte le discipline. Una
visione della scienza in cui il confronto di opinioni, la compresenza di prospettive differenti e la for-
mulazione di critiche e dubbi rappresentano pratiche fondamentali e legittime per il raggiungimento
di nuove conoscenze e soluzioni ai problemi formulati.

Da questo breve resoconto delle potenzialita e dei risvolti didattici dell’argomentazione, anche in
contesto matematico, emerge I'importanza di un lavoro specifico in ambito scolastico sia riguardo
all'imparare ad argomentare sia all'argomentare per imparare. Con la consapevolezza delle forti di-
pendenze reciproche tra i due, come accennato in precedenza, in questo articolo si fara particolare
riferimento a questa seconda concezione dell'argomentazione, l'argomentare per imparare, con il
fine di sviluppare anche la prima.

2.1 Pargomentazione nei documenti educativi istituzionali

L'interesse per I'argomentazione da parte della ricerca in ambito educativo ha avuto negli ultimi anni
un notevole impatto anche sui decisori politici e sugli educatori che hanno redatto quadri di riferimen-
to, indagini internazionali e piani di studio dei diversi livelli scolastici.
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Lo sviluppo della competenza comunicativa, e in particolare argomentativa, appare infatti oggi come
un traguardo di apprendimento cruciale, trasversale e transdisciplinare da perseguire in tutto il per-
corso educativo partendo dai primi anni scolastici.

Diverse organizzazioni internazionali hanno redatto documenti che ribadiscono questa linea.

Nel documento Preparing 21st century students for a global society (National Education Association,
2014), la comunicazione, e in particolare I'argomentazione, assumono un ruolo di primaria importan-
za tra le competenze fondamentali da sviluppare nella formazione degli studenti affinché maturino
capacita critiche e comunicative, vitali per riuscire a scuola e soprattutto nella vita di tutti i giorni, in
un mondo sempre pit complesso.

Ancora, nelle attese europee in merito alle competenze chiave per I'apprendimento permanente (Eu-
ropean Commission: Directorate-General for Education, Youth, Sport and Culture [DG EAC], 2019),
I'argomentazione viene citata sia tra le abilita costituenti la /iteracy competence che nella citizenship
competence. La literacy competence comprende la capacita di «formulare ed esprimere le proprie
argomentazioni in forma orale e scritta in modo convincente e adeguato al contesto. Comprende il
pensiero critico e la capacita di valutare e utilizzare le informazioni» (DG EAC, 2019, p. 6, traduzione
degli autori), mentre la citizenship competence comprende la capacita di pensiero critico, nonché la
«capacita di sviluppare argomentazioni e di partecipare in modo costruttivo alle attivita della comu-
nita» (DG EAC, 2019, p. 12, traduzione degli autori).

L'argomentazione indicata nei documenti internazionali sopra citati, descritta come una competenza
trasversale indispensabile per il cittadino del mondo globalizzato contemporaneo, viene individuata
anche come componente indispensabile in generale della competenza scientifica, e in particolare di
quella matematica.

Il pit recente quadro di riferimento del programma PISA, dedicato specificatamente alla valutazione
matematica, risale al 2022. In questo documento la capacita di presentare argomenti in modo ve-
ritiero e convincente viene indicata come «un‘abilita che sta diventando sempre piu importante nel
mondo odierno» (Organisation for Economic Co-operation and Development [OECD], 2023, p. 15,
traduzione degli autori), indicando nella matematica una scienza che offre la possibilita di analizzare
e trasformare oggetti e nozioni ben definiti attraverso attivita quali la «riflessione su argomentazioni
matematiche, e la spiegazione e giustificazione di risultati matematici» (OECD, 2023, p. 21, tradu-
zione degli autori) e in cui «la chiarezza del contesto e la forte enfasi sul ragionamento logico e sul
rigore ad un livello appropriato, la rendono perfetta per praticare e sviluppare I'abilita di questo tipo
di argomentazione» (OECD, 2023, p. 41, traduzione degli autori).

L'argomentazione compare inoltre come competenza trasversale da favorire nei piani di studio na-
zionali relativi a tutti gli ordini scolari, solitamente associata a due altri termini di altrettanta rilevanza
nell’'ambito dell’'educazione matematica: la comunicazione e la dimostrazione. In particolare, il tema
& centrale nel contesto svizzero: argomentare e giustificare rappresenta uno dei due aspetti di com-
petenza dichiarati a livello svizzero nel documento Competenze fondamentali per la matematica.
Standard nazionali di formazione (Conferenza svizzera dei direttori cantonali della pubblica educa-
zione [CDPE], 2011a) e ripresi sulla base de L'accordo intercantonale sull'armonizzazione della scuola
obbligatoria (CDPE, 2011b) anche in Cantone Ticino. Nel Piano di studio della scuola dell’obbligo
ticinese (Dipartimento dell’educazione, della cultura e dello sport [DECS], 2022), ad esempio, la ca-
pacita di comunicare e argomentare le proprie affermazioni viene citata sia come una competenza
trasversale, annoverata nel pensiero riflessivo e critico, sia come un processo cognitivo da sviluppare
nello specifico ambito della matematica, a cui viene riconosciuta la potenzialita di permettere lo svi-
luppo dell’attitudine ad ascoltare, comprendere e valorizzare argomentazioni e punti di vista diversi
dai propri, per poi farli agire in modo costruttivo con quelli personali.

Il contributo della matematica in tal senso viene riconosciuto anche dalle Indicazioni nazionali per il
curricolo della scuola dell’infanzia e del primo ciclo d’istruzione (Ministero dell’lstruzione e del Merito
[MIM], 2025), affermano che «in una prospettiva di crescita culturale, fin dalla scuola primaria lo stu-
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dio delle scienze, insieme e in integrazione con la matematica, € indispensabile per favorire lo sviluppo
delle capacita di ragionamento logico e di argomentazione, del pensiero critico, della proprieta di
linguaggio e della padronanza della lingua italiana» e in modo particolare «per formare cittadini con-
sapevoli, in grado di prendere decisioni informate su temi di rilevanza globale» (MIM, 2025, p. 130).
La competenza argomentativa viene dunque descritta dalle indicazioni internazionali e nazionali
come cruciale per la formazione dei cittadini di una moderna societa democratica e, al tempo stesso,
di fondamentale importanza per la costruzione della competenza scientifica (in particolar modo ma-
tematica) e di una visione della scienza aderente al suo statuto epistemologico.

L'argomentazione appare dunque come una competenza articolata e dalle numerose potenzialita,
che non pud essere semplicemente assimilata alla capacita di ragionare o di dimostrare, come spesso
viene intesa nella pratica didattica delle classi di matematica, ma che prevede necessariamente la
considerazione del contesto dialogico in cui € immersa, degli interlocutori a cui é rivolta, nonché dello
scopo per cui viene formulata, come previsto dalla teoria pragma-dialettica dell'argomentazione, la
Ccui prima teorizzazione viene formulata da van Eemeren e Grootendorst (1992).

3 La teoria pragma-dialettica dell’largomentazione

La teoria pragma-dialettica dell'argomentazione si fonda sugli aspetti pragmatici, sociali e dialettici
dell’argomentazione, che viene concepita come un dialogo critico volto a risolvere una differenza di
opinione, in cui i partecipanti al dialogo possono essere ritenuti responsabili delle proprie afferma-
zioni.

In particolare, nel testo Argumentation theory: A pragma-dialectical perspective, van Eemeren (2018)
definisce I'argomentazione come

«un complesso di atti comunicativi e interazionali che mirano a risolvere una divergenza di opi-
nione con un interlocutore, proponendo una costellazione articolata di proposizioni di cui chi
argomenta potra essere ritenuto responsabile, con il fine di aumentare (o ridurre) I'accettabilita di
una certa tesi in questione, per un giudice razionale che giudica in modo ragionevole».

(van Eemeren, 2018, p. 3, traduzione degli autori)

Questa definizione di argomentazione ¢ in linea con la concezione di argomentazione citata nei do-
cumenti educativi istituzionali, che concepiscono I'argomentazione come strumento per un cittadino
in grado di sostenere una tesi e al tempo stesso di assumere un atteggiamento critico nei confronti di
argomentazioni altrui, al fine di risolvere collaborativamente problemi, sciogliere conflitti e prendere
decisioni. Il focus sulla dimensione dialogica della teoria pragma-dialettica dell'argomentazione rende
inoltre questo approccio in linea con le diverse teorie, ampiamente accettate in ambito educativo, che
riconoscono nel linguaggio e nel dialogo strumenti fondamentali per I'apprendimento e lo sviluppo
cognitivo (Bruner, 1990; Mercer, 2002; Mercer & Littleton, 2007).

L'importanza di adottare una prospettiva pragmatica per lI'argomentazione non deriva solo dalla sua
vicinanza con quanto si verifica nei contesti quotidiani, nella vita democratica e in ambito educativo,
ma trova riscontro anche in ambito teorico in quanto tramite questa prospettiva si possono mettere
in evidenza aspetti del discorso argomentativo che altrimenti sarebbero esclusi.

Si riporta a riprova di cio il caso delle fallacie argomentative tipicamente pragmatiche che non po-
trebbero essere descritte adottando una visione logica dell'argomentazione. La fallacia dello “shifting
the burden of proof” ne e un evidente esempio. Questa fallacia si verifica quando chi ha avanzato
una tesi chiede all'interlocutore di provare che tale affermazione sia falsa, anziché fornire lui stesso
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argomenti a supporto (per una descrizione piu approfondita si veda, ad esempio, van Eemeren et al.,
2014). Questo esempio mostra chiaramente come la descrizione dell'argomentazione debba necessa-
riamente includere gli aspetti di gestione della conversazione presi in considerazione dalle prospettive
pragmatiche dell'argomentazione.

Adottando una prospettiva pragma-dialettica I'argomentazione occorre nella comunicazione tra due
o piu interlocutori tutte le volte in cui vi sia una qualche differenza di opinione, sia questa reale
oppure solo immaginata dagli interlocutori. Tale differenza di opinione non deve necessariamente
assumere la forma di un vero e proprio conflitto o di una disputa, anzi, come evidenziato da van
Eemeren (2018):

«il piu delle volte la divergenza di opinioni non assume la forma di un disaccordo totale che
coinvolge due posizioni opposte, ma rimane superficiale. In tal caso, una parte ha un’opinione su
qualcosa e I'altra parte non condivide ancora tale opinione, ma é indecisa se accettarla o meno».

(van Eemeren, 2018, p. 1, traduzione degli autori)

Questo presupposto implica che «quando si argomenta si presume che il destinatario non sia ancora
convinto dell'accettabilita della tesi in questione. In caso contrario argomentare sarebbe del tutto
insensato» (van Eemeren et al., 2014, p. 2, traduzione degli autori).

Mettendosi in un‘ottica scolastica si pud notare come I'argomentazione intesa in questo senso si
differenzia dalle attivita di descrizione o di spiegazione tipiche delle pratiche scolastiche; infatti, se
gueste ultime hanno lo scopo di chiarire una certa idea o affermazione, senza che il tema in oggetto
venga messo in discussione tramite un dialogo, I'argomentazione nasce invece con l'intento di au-
mentare o diminuire il grado di accettazione di una certa tesi, attraverso I'uso di argomenti a favore
o contro l'idea in questione (van Eemeren & Grootendorst, 2003; van Eemeren & Henkemans, 2016;
Walton, 2005).

La definizione di argomentazione formulata da van Eemeren (2018), con la quale si & aperto questo
paragrafo, racchiude in sé una serie di caratteristiche generali attribuite all'argomentazione, alcune
delle quali indipendenti dal modo in cui questa parola viene usata nel linguaggio ordinario.

A questo proposito, 'autore evidenzia le seguenti quattro caratteristiche dell'argomentazione, cruciali
per poterla definire e trattare teoricamente: un‘argomentazione & composta da una combinazione
funzionale di un insieme di atti comunicativi, € in linea di principio parte di un dialogo, & un‘attivita
della ragione e fa appello alla ragionevolezza di un interlocutore razionale. Da queste quattro caratte-
ristiche deriveranno poi i cinque elementi analitici di interpretazione dei quesiti matematici.

1. Un'argomentazione & necessariamente costituita dalla combinazione funzionale di un insieme di
atti comunicativi (potenzialmente anche non verbali o visuali, per quanto usualmente presentati
in forma orale o scritta), che strutturano I'argomentazione. Cio significa che la pragma-dialettica
non identifica I'argomentazione con la sua struttura, come un complesso di inferenze logiche,
ma considera invece I'argomentazione come un insieme di atti comunicativi, concentrandosi in
primo luogo sulle funzioni specifiche che i vari atti linguistici svolgono rispetto alla gestione di
una differenza di opinione (van Eemeren et al., 2014). L'analisi dell'argomentazione come insieme
di atti comunicativi e interazionali si riscontra nella pragma-dialettica in un principio metateorico
fondante noto come funzionalizzazione. Tale principio consiste nel trattare ogni attivita linguistica
come un atto che ha una finalita, concentrandosi dunque sul modo in cui il linguaggio viene usato
nella pratica argomentativa per comunicare e interagire, focalizzando la propria attenzione sulle
«funzioni specifiche che i vari tipi di atti argomentativi compiuti dagli interlocutori coinvolti nel
discorso argomentativo svolgono nella gestione del loro disaccordo» (van Eemeren, 2018, p. 21,
traduzione degli autori).

DdM 2026 (19), 10-38 16



La pragma-dialettica come approccio teorico all’argomentazione in didattica della matematica / Lorenzo Cosci, Andrea Rocci e Silvia Sbaragli

2. Un'argomentazione ha una natura dialogica, almeno in linea di principio, in quanto volta a susci-

tare una reazione nell’interlocutore che ne indichi I'accettazione della tesi in questione. Il dialogo
in cui & immerso il discorso argomentativo pud essere esplicito oppure rimanere implicito, come
nel caso di un lettore o di una platea passiva.
Il ruolo della comunicazione e dell'interazione tra le parti, nell'largomentare una certa tesi, viene
dungue riconosciuto come fondamentale dalla prospettiva teorica della pragma-dialettica, po-
nendola dunque in forte discordanza con gli approcci che descrivono I'argomentazione come il
prodotto di un processo di pensiero individuale volto a stabilire la verita di un‘affermazione. La
concezione dell'argomentazione come scambio interattivo in cui i contributi di entrambe le par-
ti dipendono sistematicamente I'uno dall‘altro ha implicazioni metodologiche nella trattazione
dell'argomentazione; questo principio metateorico e detto socializzazione.

3. Ll'argomentazione e un‘attivita della ragione, per cui chi argomenta puod essere ritenuto respon-
sabile delle costellazioni di proposizioni avanzate (van Eemeren, 2018). Le responsabilita che chi
argomenta deve assumersi dipendono dalle proposizioni avanzate e dalla funzione comunicativa
che queste hanno nel discorso (van Eemeren et al., 2014). Tali responsabilita possono tradursi in
particolari obblighi interazionali. Chi argomenta e ha avanzato un punto di vista ha I'obbligo in-
terazionale di difenderlo quando viene sfidato a farlo dall’ascoltatore. Il principio metateorico che
deriva dal fatto che si possa essere ritenuti responsabili di un proprio atto comunicativo e detto
esternalizzazione.

4. In un‘argomentazione /'interlocutore puo dirsi un giudice ragionevole; questo implica che I'argo-
mentatore sara tenuto a convincere il proprio interlocutore rispettando gli standard critici di ragio-
nevolezza reciprocamente condivisi. Cio significa che l'argomentazione non mira a far accettare
una certa tesi a un uditorio automaticamente, come pud invece accadere nelle pratiche persuasive
che utilizzano e fanno leva in modo spregiudicato sui sentimenti degli ascoltatori; al contrario,
I'obiettivo & quello di convincere l'interlocutore mostrando che i criteri condivisi di ragionevolezza
sono stati rispettati, facendo in modo che possa giudicare ragionevolmente la fondatezza dell'ar-
gomentazione (van Eemeren et al., 2014). Questo punto e collegato al principio metateorico di
dialettizzazione, per il quale una discussione critica volta a risolvere una differenza di opinione
debba essere sottoposta a standard di ragionevolezza.

Nella prospettiva pragma-dialettica il concetto di ragionevolezza viene distinto da quello di razionalita
e la differenza semantica tra i due viene chiarita da van Eemeren in questo modo: la ragionevolezza
consiste nell’«uso della facolta di ragionare in modo appropriato rispetto alla situazione comunicativa
e interazionale» (van Eemeren, 2015, p. 577, traduzione degli autori), mentre la razionalita & concepi-
ta in modo piu generale come I'«uso del ragionamento» (van Eemeren et al., 2014, p. 6, traduzione
degli autori).

Dalla definizione fornita da van Eemeren (2018) emerge la profonda relazione che sussiste tra ragio-
namento e argomentazione. Per |'autore un‘argomentazione coinvolge un ragionamento, e questo
implica che l'argomentatore potra essere ritenuto responsabile delle proprie argomentazioni e al
tempo stesso che il destinatario di un‘argomentazione debba essere considerato un giudice razionale,
che giudica ragionevolmente, sulla base di standard critici di ragionevolezza reciprocamente condivisi.
Il ragionamento risulta dunque essere un elemento basilare e centrale per lI'argomentazione, per
guanto un‘argomentazione non sia assimilabile alla verbalizzazione di un ragionamento. Per tracciare
le differenze tra i due concetti & necessario perd chiarire cosa sia un ragionamento, facendo riferimen-
to alle ricerche sul tema in ambito psicologico.
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4 Il ragionamento

Nell'ambito di ricerca della psicologia cognitiva, Mercier e Sperber (2011, 2018) descrivono il ragiona-
mento come un particolare tipo di inferenza. Se un‘inferenza consiste in generale nell’«estrazione di
nuove informazioni da quelle gia disponibili, qualunque sia il processo cognitivo in atto» (definizione
che risulta in accordo con quella proposta da altri ricercatori nel campo della psicologia cognitiva,
come Moshman, 1998, p. 952), nel ragionamento questo atto di estrazione € accompagnato dalla
coscienza del proprio pensiero, cioé dalla comprensione della relazione di supporto tra una o piu
ragioni e una conclusione. Ne deriva che nel ragionamento la coscienza delle ragioni rappresenta
una caratteristica indispensabile a differenza di quanto avviene per le inferenze; esisteranno dunque
alcune inferenze che non sono ragionamenti.

Mercier e Sperber (2018) delineano dunque il ragionamento come «il particolare processo di conse-
guimento di tale obiettivo [la generazione di nuove convinzioni] prestando attenzione alle ragioni»
(p. 53, traduzione degli autori), enfatizzando il ruolo delle ragioni e della coscienza di tali ragioni
nell’ottenimento di nuove convinzioni. Mercier e Sperber, dunque, si servono della coscienza del
pensiero per distinguere i vari processi inferenziali, ponendo il ragionamento a uno degli estremi di
un continuum che va da inferenze totalmente inconsce a inferenze di cui abbiamo una parziale con-
sapevolezza. In questo senso, secondo gli autori, le inferenze «non si distinguono I'una dall‘altra per
le proprieta dei meccanismi inferenziali coinvolti, ma per il modo in cui il processo di inferenza e la
relativa conclusione sono oggetto di metacognizione» (Mercier & Sperber, 2018, p. 66, traduzione
degli autori).

Ne risulta quindi una descrizione dei processi inferenziali che distingue, ad esempio, le percezioni, le
intuizioni e i ragionamenti, sulla base della coscienza che abbiamo della loro formulazione. Nel caso
di percezioni (o dei ricordi) non siamo assolutamente consapevoli di stare compiendo inferenze, ma
al contrario abbiamo la sensazione che «cid che percepiamo sia immediatamente presente e cid che
ricordiamo sia ricordato cosi come e stato memorizzato» (Mercier & Sperber, 2018, p. 62, traduzione
degli autori). Ad esempio, nel momento in cui guardando dai finestrini di un treno e vedendo muo-
versi il treno accanto al nostro, pensiamo che stia partendo, stiamo in realta compiendo un‘inferenza.
Tale inferenza ¢ tanto spontanea e inconscia da renderci conto di averla formulata solo nel caso in cui
si riveli errata, cioé nel caso in cui ci rendessimo conto che sia in realta il nostro treno ad essere partito.
Nel caso di un ragionamento, la consapevolezza riguarda sia le conclusioni a cui si € giunti, sia le ra-
gioni che sono implicate in favore della conclusione.

Mercier e Sperber (2018) evidenziano, inoltre, che anche il ragionamento non risulta totalmente con-
sapevole per l'individuo che lo formula, racchiudendo sempre in sé una componente intuitiva. Per
quanto riguarda l'intuizione, essa consiste in un'inferenza caratterizzata da una certa consapevo-
lezza di quanto si e concluso, ma non delle ragioni che sono state considerate. Si ha un’intuizione,
ad esempio, nel momento in cui cogliamo un significato implicito durante una conversazione, o nel
€aso in cui percepiamo che nostro padre é di cattivo umore fin dalle prime parole di una telefonata.
Il ragionamento, secondo gli autori, non rappresenta un processo cognitivo differente dall’intuizione,
il ragionamento & infatti «l'uso di inferenze intuitive sulle ragioni» (Mercier & Sperber, 2018, p. 133,
traduzione degli autori); in altre parole, nel caso di un ragionamento la componente intuitiva risiede
nella comprensione che le ragioni considerate supportino una certa conclusione (gli autori chiamano
tale conclusione riflessiva e la descrivono come incorporata in un argomento intuitivo, sottolineando
la dimensione intuitiva che sottende un qualsiasi ragionamento).

Per chiarire questo punto si consideri come esempio il caso in cui venga promesso un premio se, sce-
gliendo tra due sacchetti, si estragga una biglia bianca. Il primo sacchetto contiene tre biglie bianche
e tre nere, mentre il secondo ne contiene quattro bianche e tre nere.
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Si potrebbe intuire che, poiché la probabilita di estrarre una biglia bianca dal secondo sacchetto ¢ piu
alta, sia preferibile scegliere il secondo sacchetto, e questo conduce alla conclusione riflessiva della
scelta del secondo sacchetto. La conclusione di scegliere il secondo sacchetto & dunque un prodotto
indiretto dell’intuizione che una probabilita piu alta sia una buona ragione per preferire un sacchetto
all'altro.

Si sottolinea inoltre che anche un argomento puo essere ottenuto in modo riflessivo, consentendo la
costruzione di ragionamenti gradualmente pit complessi in cui pit livelli di argomenti siano incorpo-
rati I'uno nell‘altro. Riprendendo il caso dei due sacchetti, se ad esempio il nostro interlocutore non
trovasse convincente l'argomento esposto, potremmo incorporarlo in un ragionamento pit generale.
Potremmo quindi produrre un argomento di questo tipo: a fronte del medesimo numero di biglie
nere, il numero di biglie bianche contenute nel secondo sacchetto & piu alto; quindi, la probabilita di
estrarre una biglia bianca dal secondo sacchetto ¢ pit alta. In questo caso il fatto che la probabilita
di estrarre una biglia bianca dal secondo sacchetto sia piu alta costituirebbe un argomento riflessivo
e la scelta del secondo sacchetto sarebbe una conclusione riflessiva. Il ragionamento potrebbe essere
reso ulteriormente pit complesso, incorporando ulteriormente I'argomento appena formulato in uno
piu generale.

In conclusione, secondo Mercier e Sperber (2011, 2018) il pensiero umano & composto in larga parte
di processi inferenziali inconsci, tanto che sono relativamente rare le circostanze che ci inducono a
prestare attenzione alle ragioni che supportano le nostre conclusioni. In accordo con gli autori, i moti-
vi che ci spingono a sviluppare un ragionamento riguardano solitamente la messa in discussione delle
nostre conclusioni da parte dell'esperienza o, caso ancora piu probabile e significativo, da parte dei
nostri interlocutori. Il dialogo con un interlocutore e il dialogo con la realta rappresentano dunque i
due contesti principali d'uso del ragionamento.

La ricerca di ragioni valide per le nostre conclusioni trova il suo contesto piu naturale proprio nellar-
gomentazione, laddove l'intento di convincere e I'atteggiamento critico dell’altro ci inducono a ra-
gionare per sostenere le nostre tesi g, in ultima analisi, a esplicitare e assumere coscienza di un certo
processo inferenziale.

Spesso, infatti, un'argomentazione si sviluppa una volta che sia gia presente in qualche forma un‘o-
pinione rispetto a una questione. Colui che argomenta cerchera dunque a posteriori, attraverso un
ragionamento, ragioni che giustifichino quanto sostiene (Mercier & Sperber, 2018); esplicitando in
questo modo i vari passaggi inferenziali.

Ripercorrendo il pensiero di Mercier e Sperber, & stata dunque fornita una caratterizzazione del ra-
gionamento come attivita cognitiva specifica, caratterizzata dalla coscienza e dall’attenzione per le
ragioni coinvolte, evidenziandone il profondo legame con I'argomentazione, in quanto quest’ultima
rappresenta il contesto privilegiato di applicazione del ragionamento.

5 Il rapporto tra ragionamento e argomentazione

In questo paragrafo viene mostrato il rapporto che sussiste tra ragionamento e argomentazione nella
prospettiva della teoria pragma-dialettica dell’argomentazione e della caratterizzazione del ragiona-
mento fornita da Mercier e Sperber, entrambe presentate in precedenza. In particolare, verra appro-
fondito il rapporto che intercorre tra I'argomentazione e la verbalizzazione di un ragionamento, in
quanto quest’ultimo rappresenta un atto comunicativo particolarmente diffuso in ambito scolastico.
Dalla definizione di argomentazione di van Eemeren, riportata in precedenza, emerge come questo
atto linguistico non coincida con il ragionamento, ma come l'argomentazione coinvolga il ragiona-
mento all'interno di un contesto conversazionale.
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Mercier e Sperber (2011, 2018) ipotizzano inoltre che I'argomentazione sia il contesto piu naturale per
il ragionamento, in quanto quest'ultimo

«consente ai comunicatori di produrre argomentazioni per convincere i destinatari che non ac-
cetterebbero cid che viene detto loro sulla base della sola fiducia [e] consente ai destinatari di
valutare la solidita di tali argomentazioni e di accettare informazioni valide di cui altrimenti risul-
terebbero scettici».

(Mercier & Sperber, 2011, p. 72, traduzione degli autori)

In particolare, il rapporto tra ragionamento e argomentazione viene qui descritto attraverso i seguenti
cinque elementi analitici: verbalizzazione, coscienza delle ragioni, dialogo, differenza di opinione e
incentivo all'argomentazione.

Verbalizzazione. Un primo elemento basilare da osservare riguarda la formulazione di un'argomen-
tazione e di un ragionamento. Mentre un ragionamento pud rimanere inespresso, formulato solo
mentalmente, un‘argomentazione deve essere almeno in linea di principio espressa o semiotizzata. Se
il ragionamento & un processo mentale di comprensione di una relazione, anche in ambito matema-
tico, perché si possa parlare di argomentazione, & necessario secondo la definizione di van Eemeren
che tale ragionamento venga esplicitato in un «complesso di atti comunicativi e interazionali», attra-
verso «una costellazione articolata di proposizioni» (van Eemeren, 2018, p. 3, traduzione degli autori).
Da questo punto di vista, la teoria pragma-dialettica dell'argomentazione assume come principio fon-
damentale in termini di oggetto d‘analisi le argomentazioni verbalizzate. In particolare, un soggetto
all'interno di un dialogo sara ritenuto responsabile soltanto di cio che ha effettivamente esplicitato
e non di cid che ha pensato; al contrario, alcuni approcci retorici all'argomentazione si concentrano
sulle motivazioni e sugli atteggiamenti che soggiacciono al discorso argomentativo. Questo principio
& detto di esternalizzazione e consiste nel «determinare le posizioni degli interlocutori in base al modo
in cui si sono espresse nel discorso» (van Eemeren et al., 2014, p. 526, traduzione degli autori).

Coscienza delle ragioni. La coscienza delle ragioni rappresenta un aspetto comune tra ragionamen-
to e argomentazione.

Come gia anticipato, adottando la prospettiva teorica di Mercier e Sperber (2011, 2018), infatti, il
ragionamento rappresenta un particolare processo cognitivo attraverso cui cerchiamo ragioni a sup-
porto di una certa conclusione. Il ragionamento implica dunque il raggiungimento di una coscienza
progressivamente maggiore delle ragioni sottese ai processi inferenziali compiuti, solitamente inconsci.
Il contesto argomentativo rappresenta per i due ricercatori il contesto piu naturale di applicazione del
ragionamento; in tale contesto, infatti, I'attenzione alle ragioni & incentivata dal dialogo con I'interlocu-
tore, il cui atteggiamento critico induce colui che argomenta a ricercare e fornire ragioni che possano
risultare efficaci e adeguate alla tesi presentata. In un contesto argomentativo, lo scopo persuasivo e la
necessita di essere compresi dal proprio interlocutore, cosi come le obiezioni di quest’ultimo, inducono
quindi colui che argomenta a prendere coscienza delle ragioni che supportano le proprie conclusioni.

Dialogo. Un terzo punto di rapporto tra il ragionamento e I'argomentazione emerge ancora una
volta dalla riflessione su cio che afferma van Eemeren e si basa sulla dimensione dialogica dell'argo-
mentazione. L'argomentazione & «un complesso di atti interazionali diretti a suscitare una risposta
che indichi I'accettazione della tesi che viene sostenuta» (van Eemeren et al., 2014, p. 5, traduzione
degli autori). In linea di principio I'argomentazione & dunque sempre parte di un dialogo con un de-
stinatario. In particolare, secondo la teoria pragma-dialettica il carattere sociale e interazionale dell’ar-
gomentazione si riflette sulla natura e sulla distribuzione degli atti comunicativi che le parti coinvolte
compiono nel risolvere una differenza di opinione (van Eemeren, 2018).

Al contrario, come detto nel par. 4, il ragionamento, per quanto trovi il proprio contesto di applicazione
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pit naturale proprio nei contesti argomentativi, viene impiegato anche nella risoluzione di problemi
o per rispondere a domande di cui non abbiamo una soluzione intuitiva. Questa constatazione si
rispecchia anche nel rapporto tra la verbalizzazione di un ragionamento e I'argomentazione. Un‘argo-
mentazione non si limita a un monologo con lo scopo di veicolare in modo unidirezionale un ragio-
namento compiuto in solitaria, ma si costituisce come un atto comunicativo inserito in un dialogo e
non riguarda il solo mittente, ma anzi si rivolge e si plasma sull'interlocutore.

Un ragionamento e sempre coinvolto nella costruzione di un‘argomentazione, ma non puo rappre-
sentare di per sé I'argomentazione stessa, in quanto quest’ultima non si costituisce del pensiero di un
singolo, ma per sua natura ¢ il prodotto della cooperazione degli interlocutori che vi prendono parte
(Muller Mirza & Perret-Clermont, 2009).

In un‘argomentazione é infatti il feedback costante dell’interlocutore che permette a chi argomenta
di calibrare i propri argomenti in modo che siano appropriati e centrati sul destinatario, e allo stesso
modo ¢ il dialogo che permette di negoziare le premesse materiali (cioé le premesse condivise) e
procedurali (cioé le regole da seguire) condivise tra le parti, che servono come punti di partenza fon-
damentali per I'argomentazione (van Eemeren, 2018).

Questo punto si rispecchia anche nell’'estrema rilevanza didattica del dialogo per I'apprendimento
in generale, trovando conferma nelle consolidate teorie pedagogiche che descrivono lo sviluppo del
bambino come l'appropriazione progressiva di strumenti costruiti in un contesto interpersonale (Vy-
gotsky, 1978).

Differenza di opinione. Un quarto punto da prendere in considerazione nel tracciare il rapporto
tra ragionamento e argomentazione riguarda l'aspetto legato alla differenza di opinione. A questo
proposito I'autore sottolinea che «[...] il piu delle volte la divergenza di opinioni non assume la forma
di un disaccordo totale che coinvolge due punti di vista opposti, ma rimane di natura elementare»
(van Eemeren, 2018, p. 1, traduzione degli autori).

Nell'ambito quotidiano della vita comunitaria e dell'azione umana, I'argomentazione emerge solita-
mente nel caso in cui si debba prendere una decisione comune o stabilire la validita di un’affermazio-
ne per cui non sia possibile una verifica diretta. In accordo con Rigotti e Greco Morasso (2009) si puo
dire che «I'ambito proprio dell'argomentazione e quello della vita comunitaria e dell'azione umana»
(p. 19, traduzione degli autori). Argomentare nella vita quotidiana, infatti, concerne pit spesso I'agire
piuttosto che il sapere, e le azioni spesso non riguardano la sfera dei principi generali ma si muovono
nel «campo delle cose che sono in un certo modo ma che potrebbero anche essere in un altro» (p.
19, traduzione degli autori), potendo quindi essere cambiate o attuate dall’intervento umano. In que-
sti casi si viene a costituire una differenza di opinione, la cui risoluzione razionale prevede appunto il
ricorso all'argomentazione.

Il ragionamento ha invece ambiti di applicazione piu generali: ricorriamo al ragionamento ogni qual-
volta cerchiamo la risoluzione di un problema, ponderiamo le opzioni di una scelta, ci poniamo un
quesito ecc. Cio avviene anche individualmente e senza che questo generi una contrapposizione di
tesi 0 emerga dalla necessita di dirimere una differenza di opinione. In questi casi il ragionamento
si avvicenda all'intuizione, ricercando, attraverso l'inferenza a ritroso, ragioni a favore di conclusioni
intuitive, vagliando e valutando tali conclusioni.

Questa differenza di applicazione si rispecchia anche nel confronto tra la verbalizzazione di un ragio-
namento e I'argomentazione. Esplicitare un ragionamento, laddove questo non nasca dalla necessita
di dirimere un conflitto, conduce a una struttura dell'atto comunicativo e a una scelta delle ragioni
che sono basate sul convincimento del soggetto che ha formulato il ragionamento, piuttosto che
sull'intento pragmatico di risoluzione di un dubbio. Un'argomentazione, al contrario, «nasce sempre
in risposta o in previsione di una divergenza di opinione, e ogni linea argomentativa sara dunque
scelta in funzione di risolvere tale divergenza» (van Eemeren, 2018, p. 21, traduzione degli autori).
Non solo la necessita dell'argomentazione, ma anche la sua struttura e i criteri cui deve rispondere,
sono direttamente collegati al dubbio o alla differenza di opinione che essa ha lo scopo di risolvere.
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Incentivo all'argomentazione. Un ultimo e importante elemento da prendere in considerazione
riguarda la presenza di un incentivo all'argomentazione. Di fronte a una differenza di opinione, infatti,
¢ indispensabile che gli interlocutori coinvolti abbiano delle motivazioni personali per risolvere tale
differenza e intraprendere quindi un discorso argomentativo. Nel contesto quotidiano, per quanto
non sia una regola assoluta, cid deriva dal fatto che ciascuna parte coinvolta desidera solitamente
che la differenza si risolva a proprio favore, e questo si traduce nell'intenzione di convincere il proprio
interlocutore della validita della propria tesi.

In generale, nel caso in cui si stia cercando la soluzione a un certo problema o si stiano ponderando
le varie opzioni di una scelta, un ragionamento puo avere un intento puramente cognitivo, episte-
mico, oppure essere finalizzato alla valutazione di una conclusione intuitiva una volta che questa
venga smentita dall’esperienza. L'argomentazione mira invece a risolvere una differenza di opinione
ricercando al contempo l'efficacia del proprio atto comunicativo e il mantenimento degli standard
di ragionevolezza. Colui che argomenta cerca allo stesso tempo non solo di garantire che la propria
argomentazione sia considerata ragionevole, ma anche che sia efficace nel convincere il proprio in-
terlocutore (van Eemeren, 2018). A tale scopo chi argomenta sceglie i punti di partenza ritenuti piu
opportuni, il tipo di argomentazione piu adatto e imposta le proprie argomentazioni sulla base delle
caratteristiche del proprio interlocutore e in modo che risultino piu chiare e convincenti possibili (van
Eemeren, 2018).

Anche in questo caso sono evidenti le differenze tra I'argomentazione e gli atti comunicativi come la
verbalizzazione di un ragionamento. Quest’ultima puo avere infatti uno scopo esclusivamente infor-
mativo, comunicando ad esempio le ragioni che si sono identificate a supporto di una certa tesi e che
sono risultate convincenti per sé stessi o descrivendo il procedimento adottato per la risoluzione di un
problema. Questo interessante atto comunicativo, lecito e formativo a scopo didattico, risulta perod
diverso rispetto a un‘argomentazione vera e propria, in cui la volonta di convincere facendo appello
alla ragione subisce I'influenza cruciale dell'interlocutore, focalizzandosi sulla ricerca di ragioni che
possano convincere |'altro oltre che sé stessi. Basta pensare a quando un allievo cerca di convincere
il docente della bonta del suo processo risolutivo quando € in discussione una valutazione numerica
maggiore o minore di una verifica.

6 Argomentazione a scuola

Nella pratica scolastica sono numerose le attivita matematiche alle quali vengono attribuiti traguardi
legati all'argomentazione. Tali proposte risultano profondamente diverse tra loro, differenziandosi ad
esempio per la tipologia di quesito che propongono, per il contesto in cui questo & inserito o per gli
atti linguistici richiesti nello svolgimento dellattivita. In questo paragrafo si riportano esempi di attivi-
ta provenienti da diversi contesti, quali le prove di valutazione nazionali italiane dell’lstituto nazionale
per la valutazione del sistema educativo di istruzione e di formazione (INVALSI), le competizioni del
Rally Matematico Transalpino (RMT), attivita di classe e un laboratorio proposto in un festival di ma-
tematica.

Nello specifico vengono analizzati alcuni quesiti didattici argomentativi alla luce degli elementi ana-
litici identificati nel par. 5: verbalizzazione, coscienza delle ragioni, dialogo, differenza di opinione e
incentivo all'argomentazione, al fine di verificare quali e quanti di questi elementi caratteristici dell'ar-
gomentazione nella prospettiva pragma-dialettica vengono potenzialmente stimolati in tali attivita.
L'analisi condotta riguarda la formulazione dei quesiti e il potenziale contesto nel quale vengono
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applicati ma non il dialogo effettivo che emerge dall’interazione con e tra gli studenti.

Tale analisi pud dunque risultare utile didatticamente in fase progettuale. Alla luce dei risultati di
questa analisi si mostrera come alcune di queste attivita interpretino I'argomentazione come la ver-
balizzazione di un procedimento, altre come la verbalizzazione di un ragionamento che coinvolge
anche la coscienza delle ragioni e come solo in pochi casi esse cerchino di adottare uno sguardo piu
ampio che si avvicina all’ottica della pragma-dialettica, includendo aspetti dialogici, una differenza di
opinione da risolvere e un incentivo all'argomentazione.

Inoltre, nel corso dell‘analisi si discuteranno alcuni fattori progettuali relativi ai quesiti e ai contesti di-
dattici in cui questi sono inseriti, che potrebbero favorire o ostacolare il realizzarsi degli elementi ana-
litici dell'argomentazione pragma-dialettica, e che andrebbero contemplati durante la progettazione
e realizzazione di attivita argomentative in classe, allo scopo di sviluppare negli studenti competenze
argomentative.

6.1 Primo esempio: la verbalizzazione del procedimento

In questo paragrafo si riporta un‘analisi di alcuni quesiti che in ambito scolastico vengono tipicamen-
te considerati argomentativi e che, a nostro parere, si limitano piuttosto alla verbalizzazione di un
procedimento. Gli atti linguistici coinvolti da questi quesiti sono associabili piu alla descrizione che
all'largomentazione; ricordiamo che si tratta di atti diversi tra loro, con differenze teoriche che sono
state esplicitate all’interno del par. 3.

Un esempio di questa tipologia di quesiti qui riportato & tratto dalle prove nazionali italiane dell’ IN-
VALSI, riguardanti I'ambito matematico. Va qui ricordato che i quesiti delle prove standardizzate
INVALSI vengono risolti individualmente dagli allievi, che hanno a disposizione un tempo massimo di
circa un‘ora per risolvere circa trenta quesiti. L'argomentazione rappresenta una competenza chiave
per tutti i gradi scolastici della scuola italiana, come viene indicato, seppur con diversa enfasi, dalle
relative Indicazioni nazionali, e in quanto tale rientra tra le competenze matematiche valutate dalle
prove INVALSI.

Nello specifico, I'argomentazione figura tra i processi misurati dal Quadro di Riferimento delle prove
INVALSI di Matematica (INVALSI, 2018) e viene esplicitamente menzionata nell’Archivio prove INVALSI
di Matematica’ nel processo 600, «acquisire progressivamente forme tipiche del pensiero matematico
(congetturare, argomentare, verificare, definire, generalizzare, ...)», e nel processo 610, «utilizzare
forme tipiche del ragionamento matematico (congetturare, argomentare, verificare, definire, genera-
lizzare, dimostrare, ...)», nonché tra le parole chiave affiancate ai quesiti: «confronto fra argomenta-
zionix», «esplicitazione di argomentazioni» e «giustificazione di argomentazioni».

Va anche detto che il Quadro di Riferimento delle prove INVALSI di Matematica (INVALSI, 2018) spe-
cifica che le prove standardizzate risultano poco adatte a valutare pienamente il conseguimento della
competenza di sostenere argomentazioni, evidenziando dunque i limiti da questo punto di vista dello
strumento valutativo.

Il quesito oggetto di analisi & riportato in Figura 1 ed e tratto dalla prova Mat-SNV 2018,° destinata ad
allievi di quinta elementare. Tale quesito e stato classificato nell’Archivio prove INVALSI di Matematica
con entrambi i processi 600 e 610 e con la parola chiave «esplicitazione di argomentazioni».

2. https://www.gestinv.it/RicercaGuidata.aspx.
3. La sigla Mat-SNV 2018 indica la prova di matematica del Servizio Nazionale di Valutazione dell'INVALSI dell’anno 2018.
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D12. Osserva questi flaconi di detersivo.

LAVAE |
SBIANCA }

BIANCO
PULITO

0,5 litri

151

Quale detersivo costa meno a parita di quantita?

Scrivi come hai fatto per trovare la risposta e completa la frase.

A parita di quantita, il detersivo che costameno @ ..............cooooecvecicciccicencns

Figura 1. Il quesito 12 della prova Mat-SNV 2018

Il quesito in questione richiede la formulazione di una risposta a una domanda e la produzione di un
breve testo scritto sollecitato dalla richiesta: «Scrivi come hai fatto per trovare la risposta...», dunque
rivolta alla verbalizzazione di una procedura risolutiva seguita.

Come ribadito in precedenza, la verbalizzazione di un procedimento, pur avendo un ruolo formativo,
non implica necessariamente la ricerca attraverso un ragionamento delle ragioni che supportano il proce-
dimento scelto e che validano la soluzione raggiunta. In questo caso, infatti, la sola richiesta di esporre il
procedimento seguito non sollecita direttamente la ricerca e la coscienza delle ragioni che lo supportano.
Il tipo di quesito, e soprattutto la richiesta posta, giocano dunque un ruolo fondamentale rispetto
alla coscienza da parte degli studenti delle ragioni che supportano un procedimento o una soluzione.
Il processo cognitivo del ragionamento, infatti, come esposto nel par. 4 attraverso la teoria di Mercier e
Sperber (2018), viene attivato nei casi in cui i processi cognitivi inconsci quali I'intuizione o la memoria
risultino insufficienti e di solito in seguito al confronto con la realta o con un interlocutore. Di con-
seguenza, la coscienza delle ragioni coinvolte in un‘inferenza non viene raggiunta spontaneamente
dallindividuo nel caso in cui non risulti necessaria o ne venga fatta richiesta esplicita. Nell'esempio
in questione, l'allievo potrebbe ottenere una strategia risolutiva attraverso un’intuizione oppure la
memoria, potrebbe ad esempio intuire che si possa triplicare il costo del secondo flacone per poi
confrontare questo valore con il costo del primo, oppure potrebbe rievocare questo procedimento
dalla memoria se gia appreso in precedenza. In entrambi i casi il procedimento applicato potrebbe
essere ottenuto senza che ci sia coscienza da parte dell’alunno delle ragioni che lo rendono valido. In
accordo con Mercier e Sperber (2018) e con van Eemeren e Grootendorst (2003), la coscienza delle
ragioni a supporto di una certa tesi rappresenta un aspetto centrale nella produzione di argomenta-
zioni: il contesto argomentativo richiede infatti a colui che argomenta di chiarire il proprio processo
inferenziale, identificando ragioni che possano risultare convincenti per il proprio interlocutore. Inol-
tre, il testo del quesito e le necessita valutative delle prove standardizzate non favoriscono la presenza
di un dialogo, dato che I'atto comunicativo richiesto allo studente non si rivolge a un interlocutore
di cui si conoscono le ragioni (il valutatore delle prove) e di cui si possono immaginare le controargo-
mentazioni, impedendo a chi avanza la tesi di regolare di conseguenza la propria argomentazione.
Anche il realizzarsi di una differenza di opinione non viene favorita direttamente dal quesito, dato che
non vengono presentate tesi e ragioni differenti tra le quali lo studente deve posizionarsi, sostenendo
la propria tesi e prendendo al tempo stesso in considerazione quelle altrui, e non viene neppure pro-
posta una situazione sufficientemente ampia da favorire la produzione di diverse soluzioni tra le quali
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scegliere, non consentendo cosi all'argomentazione di essere I'unico strumento razionale per gestire
una differenza di opinione.

Non vi & inoltre un incentivo alla formulazione di un‘argomentazione, dato che l'interlocutore a cui
si rivolge lo studente, ossia il valutatore delle prove INVALSI, non deve essere persuaso della validita
della soluzione proposta, conoscendo la risposta corretta e i criteri di validazione. E necessario perd
chiarire che la richiesta di produrre un testo scritto individualmente ostacola il realizzarsi di un dialogo,
ma non rappresenta un vincolo assoluto. In generale, e infatti possibile produrre un testo argomen-
tativo rispetto a un tema di dibattito e all'interno di un dialogo implicito, immaginando e anticipando
le possibili controargomentazioni di un interlocutore di cui si conoscono le convinzioni precedenti,
con lo scopo di convincerlo della propria tesi. Nel caso specifico della risoluzione delle prove INVALSI,
pero, non risulta possibile per gli studenti immaginare un interlocutore con queste caratteristiche.
Infine, va ribadito come la scelta di etichettare come argomentativi questo tipo di quesiti da parte
dell'istituto INVALSI possa avere ricadute negative sulla pratica didattica, in quanto rafforza I'idea
negli insegnanti che un‘argomentazione possa ricondursi alla descrizione di una procedura risolutiva
e che la competenza argomentativa in matematica possa essere costruita proponendo solamente
questo tipo di quesiti.

6.2 Secondo esempio: la coscienza delle ragioni
Un altro esempio di quesito tratto dalle prove INVALSI, in particolare dalla prova Mat-SNV del 2012,
é il seqguente (Figura 2).

D5.  L'insegnante ha consegnato a Lucia e a Giada due fogli uguali di carta bianca
rettangolari e due foto rettangolari uguali. Le due ragazze devono incollare
le foto sul foglio bianco. Hanno eseguito il lavoro in questo modo:

Lavoro eseguito da Lucia Lavoro eseguito da Giada

a.  Chi ha lasciato pil spazio bianco?

A Lucia

B Giada

G Lucia e Giada hanno lasciato lo stesso spazio bianco
D. Non si pud sapere perché non si conoscono le misure

b. Giustifica la tua risposta.

Figura 2. Il quesito 5 della prova Mat-SNV 2012

Si tratta di un quesito destinato ad allievi di quinta elementare che, come il precedente, & stato
etichettato con i processi 600 e 610. Questo quesito richiede allo studente di giustificare la sua ri-
sposta. Come indicato nel dizionario I/ Nuovo Voocabolario di Base della lingua italiana, di De Mauro
(2016), I'atto linguistico «giustificare» assume qui il significato di «motivare con valide ragioni» le
proprie scelte.
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In questo caso, la richiesta di giustificare la soluzione dovrebbe incentivare l'allievo a ricercare e a
esprimere verbalmente le ragioni che supportano la propria scelta. Il quesito prevede dunque il primo
elemento teorico dell'argomentazione pragma-dialettica, ossia la verbalizzazione. In particolare, in
questo caso l'atto comunicativo richiesto all’alunno é rivolto a esplicitare le ragioni a supporto della
risposta scelta. E dunque presente anche il secondo degli elementi analitici definiti nel par. 5, la co-
scienza delle ragioni. La risposta corretta del quesito: «Lucia e Giada hanno lasciato lo stesso spazio
bianco», potrebbe infatti essere raggiunta in modo intuitivo, senza che le ragioni per cui cid valga
siano consce, ma la richiesta esplicita di giustificare la risposta data incentiva il ricorso al ragionamen-
to per cercare tali ragioni. Secondo Mercier e Sperber (2018), infatti, il ragionamento rappresenta un
atto cognitivo in cui la coscienza riguarda sia le conclusioni a cui si & giunti sia le ragioni che sono
coinvolte in favore della conclusione. In questo quesito il ragionamento potrebbe condurre gli allievi
a sostenere che “l'aver sottratto aree uguali ad aree uguali” sia una buona ragione (consapevole) per
inferire che le aree ottenute siano uguali (nel lessico di Mercier e Sperber questa conclusione e detta
riflessiva).

Ribadiamo come la coscienza delle ragioni coinvolte in un’inferenza sia un aspetto fondamentale
per la costruzione di un‘argomentazione; in ottica didattica, se si vuole sviluppare la competenza
argomentativa, & quindi importante cercare di incentivarla tramite la richiesta esplicita di giustificare,
motivare o direttamente argomentare le proprie scelte. A questo proposito ricordiamo che, sempre
secondo Mercier e Sperber (2018), il pensiero umano & composto in larga parte da processi inferenzia-
li inconsci. Come gia anticipato, si ricorre invece al ragionamento quando una certa conclusione, rag-
giunta inconsciamente, risulta errata alla prova della realta, oppure quando risulta inefficace di fronte
a un interlocutore durante una discussione argomentativa. In ottica didattica questa considerazione
ci induce a riflettere sul fatto che alla richiesta esplicita e diretta di identificare ragioni (attraverso la
richiesta di giustificare o motivare) sia opportuno affiancare attivita didattiche inserite all'interno di
contesti argomentativi in cui risulti necessario risolvere una differenza di opinione, oppure in cui le
conclusioni intuitive risultino errate.

Come per il precedente esempio (par. 6.1), inoltre, il testo del quesito e il contesto delle prove standar-
dizzate non prevedono la presenza di un dialogo, nemmeno implicito. L'atto comunicativo richiesto
allo studente ¢ infatti rivolto al valutatore delle prove standardizzate, con cui non & possibile stabilire
premesse condivise sui cui basare I'argomentazione. Inoltre, I'alunno non conosce le attese del va-
lutatore, né quali ragioni potrebbero essere considerate appropriate; cio gli impedisce di impostare
il proprio atto comunicativo sulla base dell'interlocutore, come avverrebbe all’interno di un dialogo
implicito.

Anche in questo caso, come nel precedente, il problema non introduce, né favorisce, una differenza
di opinione, dato che la soluzione del problema puo essere verificata in modo diretto e non vengono
proposte tesi diverse da dover dibattere.

A questo aspetto si collega I'assenza di un incentivo all'argomentazione: in questo caso l'alunno &
consapevole che I'interlocutore € in possesso della tesi corretta e di ragioni valide da un punto di vista
matematico; di conseguenza viene meno l'intento persuasivo della comunicazione, che viene incenti-
vata esclusivamente dal desiderio (eventuale) di ottenere un buon punteggio.

| contesti comunicativi associati ai due quesiti presentati in questo paragrafo e nel precedente fanno
riferimento all'argomentazione come alla verbalizzazione di procedure o di ragionamenti. Tale interpre-
tazione risulta assai diffusa nella pratica scolastica e trova riscontro anche nella letteratura sul tema in
didattica della matematica, come emerge ad esempio dalla definizione fornita alla voce Argumentation
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in Mathematics Education nell'’Encyclopedia of Mathematics Education (Sriraman & Umland, 2020)
in cui le argomentazioni prodotte da studenti e insegnanti durante le lezioni di matematica vengono
definite come

«una sequenza di ragionamenti che intende dimostrare o spiegare perché un risultato matemati-
co sia vero. Tale risultato pud essere un enunciato generale riguardante una classe di oggetti ma-
tematici o semplicemente la soluzione di un problema che é stato posto. In questo senso, un‘ar-
gomentazione matematica pud essere una dimostrazione formale o informale, una spiegazione
del modo in cui uno studente o un insegnante sia giunto a formulare una particolare congettura,
di come abbia ragionato su un problema per arrivare a una soluzione, o semplicemente una serie
di calcoli che ha portato a un risultato numerico».

(Sriraman & Umland, 2020, p. 63, traduzione degli autori)

Questa definizione risulta particolarmente ampia e al tempo stesso manchevole di qualunque riferi-
mento alla dimensione dialogica dell’argomentazione.

6.3 Terzo esempio: un potenziale contesto favorevole

Il terzo esempio che prendiamo in considerazione coniuga ulteriori elementi della teoria pragma-dialettica,
per quanto, come vedremo, solo alcuni di questi vengano incentivati in modo diretto.

Si tratta di un quesito tratto dalle gare del Rally Matematico Transalpino (RMT), una competizione di
matematica che & stata organizzata dal 2001 al 2024 dall’Associazione Rally Matematico Transalpino
[ARMT] (2020) e alla quale partecipava l'intera classe. Tale competizione era destinata ad allievi dalla
scuola elementare fino al primo biennio di scuola superiore. | partecipanti alla competizione proveni-
vano dal Belgio, dalla Francia, dall'ltalia, dal Lussemburgo e dalla Svizzera, componendo un gruppo
internazionale di lavoro e sperimentazione di materiali didattici. La struttura della competizione pre-
vedeva che ciascuna classe risolvesse in completa autonomia una lista di problemi matematici, senza
ricevere alcun supporto da parte del docente. Gli alunni dovevano quindi organizzare internamente
il proprio lavoro, distribuendosi i problemi, che venivano dunque risolti in piccoli gruppi oppure indi-
vidualmente. In ciascun sottogruppo si instaurava un eventuale dibattito per arrivare a una soluzione
condivisa.

L'argomentazione viene indicata da ARMT come una componente centrale nei problemi del RMT e
viene identificata sia nella verbalizzazione scritta sia nella fase di discussione di gruppo durante la
risoluzione (ARMT, 2009). Nel contesto delle gare del RMT, infatti, gli alunni dialogano tra di loro nel
tentativo di comprendere il contesto del problema, durante I'individuazione di una strategia risolutiva
e durante la fase finale, in cui si chiede di presentare la propria soluzione in forma scritta, mostrando
come si sia proceduto per ottenere la soluzione. Si noti dunque quanto sia il contesto della gara stessa
a facilitare I'atto argomentativo, prima che il quesito stesso.

| problemi del RMT sono anche diffusamente utilizzati nella pratica al di fuori del contesto della gara,
divenendo, come auspica la stessa associazione:

«parte integrante (“costitutiva”) del programma di matematica e dei suoi obiettivi, in particolare
per cio che riguarda I'approccio allo spirito e al ragionamento scientifico: sviluppo dell’autonomia
di apprendimento, organizzazione di una ricerca, rigore delle notazioni, capacita di argomentare
e di comunicare i risultati».

(ARMT, 2020)

Il seguente quesito & tratto dalla seconda prova del 2019 e destinato a studenti di quarta e quinta
elementare e prima media (Figura 3).
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6. IL FERMACARTE SVIZZERO (Cat. 4, 5, 6)

In una vetrina & esposto il fermacarte che vedete in figura, formato da tanti cubetti
magnetici.

Giulia lo osserva da vicino, lo prende e lo rigira tra le mani e cosi si accorge che le parti
che nella figura non sono visibili, sono perfettamente uguali a quelle che si vedono.

Giulia si accorge che pud facilmente contare i cubetti da cui & formato senza smontarlo.
Da quanti cubetti & formato il fermacarte?

Spiegate come avete trovato la soluzione.

Figura 3. Il quesito 6 della seconda prova del RMT del 2019.

Il quesito mostra I'immagine di un fermacarte composto da un certo numero di cubetti. La risoluzio-
ne del problema presuppone di immaginare la conformazione del fermacarte per poterne contare i
cubetti dai quali & formata, per poi spiegare come é stata trovata la soluzione. In particolare, rispetto
a quest’ultima richiesta, i valutatori delle prove fanno riferimento al procedimento risolutivo adottato
durante la risoluzione, come confermato dalla sequente griglia di valutazione delle risposte scritte
consegnata ai valutatori:

«4 punti: risposta corretta (61 cubetti) con spiegazione dettagliata della strategia adottata e
di eventuali conteggi (in caso che venga detto esplicitamente che mancano da 1 a 5 cubi che
non si vedono, si accetta la risposta coerente: da 56 a 60 cubi); 3 punti: risposta corretta con
descrizione del procedimento seguito non del tutto chiara e dettagliata; 2 punti: risposta corretta
senza spiegazione oppure risposta non corretta dovuta a un errore di calcolo, ma con spiegazione
dettagliata; 1 punto: inizio di ragionamento corretto (per esempio, individuazione del numero di
cubetti presenti in alcune parti della figura...); O punti: incomprensione del problema».

(ARMT, 2006)

Procedendo con I'analisi del quesito alla luce degli elementi analitici della pragma-dialettica, la richie-
sta esplicita di spiegare come si sia ottenuta la propria soluzione presuppone una verbalizzazione
della procedura svolta durante la risoluzione, in questo caso il significato attribuito all’atto linguistico
di spiegare risulta in accordo con quello fornito nel par. 3.

Rispetto alla coscienza delle ragioni coinvolte, questa potrebbe emergere durante la fase di discussio-
ne tra gli studenti in ciascun gruppo, attraverso le argomentazioni volte a convincere i propri compa-
gni, per quanto il quesito non richieda esplicitamente ragioni che giustifichino la soluzione avanzata.
Il dialogo viene favorito dall’'organizzazione delle prove del RMT, la cui risoluzione avviene in gruppo.
| problemi vengono suddivisi internamente dalla classe, & dunque possibile che un piccolo gruppo di
alunni si dedichi alla risoluzione del quesito instaurando un dialogo. Il dialogo in questo caso & esplici-
to, il feedback costante dei compagni obbliga i membri del gruppo a calibrare i propri argomenti per
giungere a una decisione comune.

Il quesito non incentiva in modo diretto una differenza di opinione, per quanto questa possa emer-
gere nel caso in cui due o piu studenti durante i lavori in gruppo siano in disaccordo sulla procedura
da adottare. Non vi & una differenza di opinione nemmeno con il valutatore, che & gia in possesso
della soluzione corretta e delle strategie risolutive valide. Una differenza di opinione potrebbe invece
essere incoraggiata presentando agli alunni diverse strategie di risoluzione tra cui scegliere, oppure
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attraverso la proposta di un problema per cui non sia possibile stabilire una sola soluzione, in modo
che gli studenti stessi formulino diverse strategie e approcci al problema.

Per quanto riguarda l'incentivo all'argomentazione, durante la fase di discussione tra gli studenti
potrebbe manifestarsi tramite I'intento persuasivo di voler proporre la propria strategia risolutiva con-
siderata corretta, ma nei confronti del valutatore esterno viene meno I'intento persuasivo, in quanto
gli alunni possono supporre che conosca la soluzione corretta e le strategie per raggiungerla.

Come evidenzato, questo quesito si focalizza in modo esplicito esclusivamente sulla verbalizzazione
di una procedura risolutiva; i restanti elementi, invece, per quanto possano eventualmente emergere
attraverso la richiesta agli alunni di risolvere come classe i diversi problemi della prova del RMT, non
vengono favoriti in modo diretto.

Per quanto il quesito durante la competizione sia risolto in gruppo e all'interno di un contesto dialo-
gico, si richiede esplicitamente la verbalizzazione di un procedimento dato anche dal criterio fornito
ai valutatori della prova. Dunque, la scelta di etichettare come argomentativi questo tipo di quesiti
potrebbe ancora una volta rafforzare la convinzione nei docenti che questi elementi siano sufficienti
alla realizzazione dell'argomentazione in classe e alla costruzione della competenza argomentativa
degli studenti.

6.4 Quarto esempio: la presenza di un dialogo

| problemi che simulano un dialogo vengono solitamente classificati come argomentativi dai libri di
testo. Questi problemi presentano spesso alcune tesi contrapposte, chiedendo agli allievi di sceglier-
ne una ed eventualmente di giustificare la propria scelta. Lo studente & quindi chiamato a prendere
posizione e a convincere un ipotetico interlocutore a cambiare idea.

Un esempio di questo tipo di problema, tratto dal libro di testo per le scuole medie Tutto chiaro!
(Montemurro, 2021), e il seguente (Figura 4).

ARGOMENTARE

=144, Linsegnante chiede: “Qual & la soluzione dell’equazione 6x = 0?”. Rispondono quattro alunni.
Andrea - “E indeterminata”. Alice - “E impossibile”.
Nicole - “E zero”. Riccardo - "E 6",

Tu come avresti risposto? Perché?

Figura 4. Un quesito tratto dal libro di testo Tutto chiaro! (Montemurro, 2021, p. 278)

Esempi di questo tipo sono presenti anche nelle prove INVALSI; riportiamo di seguito un quesito
destinato ad allievi di quinta elementare (Figura 5). Il quesito e tratto dalla prova Mat-SNV del 2022
e ad esso vengono attribuite la parola chiave: «giustificazione di argomentazioni» e la dimensione
«argomentare».
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D24. Nel seguente distributore ci sono 80 palline colorate: 40 sono rosse, 20 sono
verdi e 20 sono gialle.
Alice e Marco discutono su quale sia la percentuale di palline rosse dentro il
distributore.

Alice dice: “Il 50% delle palline nel distributore & rosso”.

Marco dice: “Il 40% delle palline nel distributore & rosso”.

Chi ha ragione?

Scegli una delle due risposte e completa la frase spiegando perché ha
ragione.

[0 Alice ha ragione Perché ............c.cceeeeiinereesesvsesssessessesssss s sssesssssssanes

Figura 5. Il quesito 24 della prova Mat-SNV 2022.

Analizzando questo quesito (Figura 5) attraverso gli elementi analitici dell'argomentazione pragma-dialetti-
ca si nota come il quesito prevede la verbalizzazione, che viene richiesta in modo esplicito. In partico-
lare, si domanda agli studenti di spiegare perché il personaggio scelto abbia ragione. Come indicato
nel dizionario /I Nuovo Vocabolario di Base della lingua italiana di De Mauro (2016), la richiesta di
«spiegare» assume qui il significato di esplicitare «per quale motivo» la risposta scelta sia corretta.
L'attenzione alle ragioni viene incentivata anche dalla frase «Alice/Marco ha ragione perché», che I'a-
lunno & chiamato a integrare come incipit della propria produzione scritta. Questo quesito incentiva
dunque in modo diretto la coscienza delle ragioni coinvolte, che rappresenta il secondo degli elementi
analitici presi in considerazione. La presenza di un dialogo, seppur simulato, permette di mettere a
confronto tesi e argomentazioni contrapposte. L'argomentazione potrebbe infatti rivolgersi verso il
personaggio che ha avanzato la tesi che non é stata scelta dallo studente, qualificandosi cosi come
interlocutore immaginario con il quale argomentare. Ipotizzare le ragioni della controparte consente
di argomentare organizzando il proprio atto comunicativo in modo che sia centrato sull’interlocutore,
fornendo ragioni appropriate ed evidenziando implicitamente le debolezze delle ragioni dell‘altra
parte. In tal modo la propria argomentazione si inserisce in un dialogo implicito, in cui & possibile
immaginare le ragioni o le possibili controargomentazioni del proprio interlocutore. Occorre perd
ammettere che la presenza di pit opzioni tra cui scegliere e la richiesta di giustificare tale scelta non
garantiscono che l'attivita costituisca un contesto autentico per |'attivita argomentativa.

'assenza di un dialogo esplicito, infatti, impedisce di negoziare attivamente le premesse materiali e
procedurali con il proprio interlocutore e di mettere in atto il processo dialettico di raggiungimento di
un accordo comune che rappresenta il cuore dell’attivita argomentativa.

Per quanto riguarda la necessita di dirimere una differenza di opinione, il quesito introduce due tesi di-
stinte, tra le quali lo studente & chiamato a scegliere. Si configura dunque una differenza di opinione in

DdM 2026 (19), 10-38 30



La pragma-dialettica come approccio teorico all’argomentazione in didattica della matematica / Lorenzo Cosci, Andrea Rocci e Silvia Sbaragli

cui si inserisce I'atto comunicativo dell’alunno. Ciononostante, non é possibile per lo studente formu-
lare una propria tesi e la situazione descritta non risulta essere una situazione realistica, in cui si debba
prendere una decisione e per cui non sia possibile verificare in modo diretto la soluzione. In questo
caso, infatti, & possibile applicare un algoritmo di calcolo per verificare in modo univoco la soluzione,
mentre |'argomentazione trova usualmente impiego negli ambiti in cui piu scelte valide sono possibili
e in cui la migliore scelta possibile non pud essere stabilita in modo assoluto. La differenza di opinione
proposta risulta quindi artefatta, non emerge infatti in un contesto in cui si debba decidere tra due
tesi ugualmente valide per ottenere un‘opinione comune.

In ultimo, per quanto sia presente un interlocutore implicito da convincere, I'assenza di una motivazio-
ne personale per cui sia significativo sostenere una delle tesi proposte all'interno di un contesto reali-
stico, ad esempio in cui sia necessario dirimere una differenza di opinione per prendere una decisione,
ostacola il realizzarsi di un incentivo all'argomentazione, e in particolare di un intento persuasivo.

6.5 Quinto esempio: dirimere una differenza di opinione

Per quanto concerne la progettazione di contesti didattici in cui I'argomentazione si costituisca come
mezzo per la risoluzione di un dubbio o di una differenza di opinione, alcune sperimentazioni didatti-
che si sono proposte di realizzare problemi per i quali non esistesse un criterio chiaro o una procedura
per determinare una soluzione univoca. Riportiamo a titolo di esempio uno dei problemi tratto da
Antonini (2018) proposto a studenti di seconda e terza media. Il ricercatore ha attinto dalla teoria
dei giochi per elaborare problemi in cui gli alunni potessero immedesimarsi e la cui soluzione fosse
incerta, mettendo gli studenti nella condizione di formulare ipotesi e argomentare nel tentativo di
raggiungere una soluzione condivisa.

Durante lo svolgimento del problema gli studenti coinvolti hanno provato collettivamente a raggiun-
gere una soluzione comune al seguente quesito:

«Tre musicisti, Ada, Bea e Ciro, vengono contattati per suonare a una festa. Potranno esibirsi da
soli, in coppia o in trio. Le ricompense stabilite dall’organizzatore dell’evento sono le seguenti:
100 euro a Ada (se suona sola), 150 euro a Bea (da sola), 180 euro a Ciro (da solo), 600 euro al
trio se suonano insieme. Se suonano in coppia, i ricavi saranno i seguenti: 400 euro alla coppia
Ada e Bea, 300 euro a Ada e Ciro, 420 euro a Bea e Ciro. Mettendovi nei panni dei tre musicisti,
provate a discutere |'offerta e spiegate in che modo Ada, Bea e Ciro potrebbero accordarsi. Ricor-
datevi di motivare in modo adeguato le vostre affermazioni».

(Antonini, 2018, p. 37)

Gli alunni sono chiamati a motivare le proprie affermazioni: la verbalizzazione viene dunque incenti-
vata direttamente.

Per quanto riguarda la coscienza delle ragioni, come indicato dal dizionario // Nuovo Vocabolario di
Base della lingua italiana di De Mauro (2016) I'atto linguistico di «motivare» assume qui il significato
di «spiegare con appropriata motivazione o giustificazione». Inoltre, il quesito propone una situazione
simile ai contesti quotidiani di applicazione del ragionamento, contesti in cui la necessita di convincere
un interlocutore ci induce a cercare ragioni che possano risultare efficaci. Durante la fase di discus-
sione, gli studenti devono dunque necessariamente prestare attenzione alle ragioni a supporto della
propria soluzione e delle altrui soluzioni nel tentativo di giungere a una risposta comune.

Il problema viene risolto collettivamente: questo inserisce le argomentazioni all’interno di un dialogo
esplicito in cui sia possibile valutare criticamente le argomentazioni altrui permettendo agli interlocu-
tori di stabilire le premesse materiali e procedurali indispensabili all'argomentazione.

Per quanto riguarda la differenza di opinione nella quale si inserisce I'argomentazione, osserviamo che
il problema proposto non ha soluzione certa, questo implica che durante la risoluzione gli studenti
siano incentivati a formulare soluzioni personali e a dirimere il conflitto che ne consegue attraverso un
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dialogo argomentativo. In questo caso, I'argomentazione risulta infatti I'unico strumento per sciogliere
le differenze di opinione e decidere quale decisione prendere. In questo senso il contesto del problema
si avvicina alle situazioni di realta in cui I'argomentazione trova il suo contesto pit naturale, nelle quali
spesso non esiste un criterio chiaro per raggiungere o verificare la validita di una certa soluzione a un
problema, rendendo I'argomentazione uno strumento inevitabile per prendere una decisione.

Infine, a proposito di un adeguato incentivo all'argomentazione, e in particolare dell'impegno persua-
sivo da parte di chi argomenta, osserviamo che questo sara tanto piu sentito quanto pit chi argomen-
ta percepisce come importante la tesi che sostiene, come accade nel contesto della vita quotidiana e
dell’agire umano. Nell'esempio in questione la risoluzione del problema non ha conseguenze dirette
per chi argomenta, non si tratta di prendere una decisione o di argomentare a favore di una tesi che
risulti cara a chi la sostiene. La situazione proposta richiede invece uno sforzo diimmedesimazione da
parte degli studenti in uno scenario che potrebbe non essere loro familiare; dunque, potrebbe non
esserci un incentivo sufficiente all'argomentazione.

6.6 Sesto esempio: incentivo all’argomentazione

Come abbiamo mostrato nel par. 5, I'argomentazione in senso pragma-dialettico necessita di un
adeguato incentivo affinché possa realizzarsi, dato che nel contesto quotidiano I'intento persuasivo
rappresenta la motivazione pit comune perché si produca un‘argomentazione.

A questo proposito si riporta un esempio significativo verificatosi in occasione della quarta edizione
del festival Matematicando. A spasso con la matematica per le strade di Locarno che si & svolto nel
2024 nella citta di Locarno (Svizzera).

Tale evento e un festival biennale di matematica in cui, oltre ad esserci spettacoli a tema matema-
tico, sezioni e classi dei diversi livelli scolastici conducono laboratori matematici rivolti a coetanei e
a cittadini. All'interno di tale cornice, I'argomentazione rappresenta il mezzo per convincere i propri
interlocutori, giovani e adulti, della validita di cid che si propone in ambito matematico, condizione
indispensabile per il successo dell'attivita stessa.

In particolare, I'esempio qui proposto scaturisce dal laboratorio Probability (Pezzi & Cosci, 2026), de-
stinato a studenti di scuole elementari e medie, che & stato organizzato e gestito da classi degli stessi
livelli scolastici. Durante I'anno scolastico, in preparazione al festival che si svolge nel mese di maggio,
ciascuna classe ha sperimentato delle attivita riguardanti la probabilita e in seguito gli allievi hanno
scelto e progettato insieme quattro postazioni da proporre in modalita laboratoriale durante I'evento.
| problemi proposti nelle postazioni sono stati scelti in modo da dare adito a possibili interpretazioni
erronee intuitive in ambito probabilistico, emerse dalla letteratura di riferimento.

Durante il festival, il laboratorio & stato gestito dai ragazzi che accoglievano le varie classi partecipanti
e le suddividevano in quattro gruppi. Ogni gruppo visitava le quattro postazioni a rotazione e aveva
a disposizione, come in un gioco a premi, un certo numero di monete da giocare lungo l'intero per-
corso. Durante il festival, gli studenti che animavano le postazioni dovevano gestire le attivita, pre-
sentando i problemi di ogni postazione, monitorando le scommesse e le vincite, e spiegando infine le
soluzioni dei problemi agli studenti partecipanti.

Di sequito si riporta il contenuto di una delle quattro postazioni.

Gli allievi organizzatori mostravano ai coetanei una ruota con i numeri da 1 a 10, ne illustravano il fun-
zionamento e invitavano i concorrenti a provare. Successivamente proponevano il sequente quesito:

Dopo aver girato tre volte la ruota, quale tra queste sequenze di numeri & piu probabile che esca?
O 10-10-10 O1-2-3
O2-6-9 O Nessuna delle precedenti, hanno tutte la stessa probabilita.

(Pezzi & Cosci, 2026, p. 4)
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Questo problema fa riferimento alla "misconcezione della rappresentativita" (Fischbein & Schnarch,
1997), che comporta la stima della probabilita di un evento in base alla rappresentativita di tale
evento rispetto alla classe di eventi a cui appartiene. Ad esempio, se consideriamo due estrazioni del
lotto: “1,2,3,4,5,6" e “39, 1, 17, 33, 8, 27", la seconda sequenza di numeri formata da numeri non
ordinati appare piu rappresentativa rispetto alla prima di un‘estrazione casuale. Sulla base di questa
considerazione si potrebbe valutare che la prima sequenza abbia una probabilita minore di essere
estratta, mentre entrambe hanno la stessa probabilita di esserlo. Per un approfondimento dei proble-
mi coinvolti nel laboratorio si veda la scheda didattica Probability (Pezzi & Cosci, 2026).

Per scegliere la risposta corretta i concorrenti avevano la possibilita di girare la ruota e di discutere
assieme I'opzione da scegliere e il quantitativo di monete da puntare. Dopo aver condiviso tali scelte,
gli studenti dovevano comunicarle agli organizzatori. A questo punto gli studenti organizzatori invita-
vano i propri coetanei a spiegare la propria risposta e, nel caso in cui fosse errata, dovevano provare
a convincerli del fatto che la loro scelta non fosse corretta (Figura 6).

Figura 6. Una fotografia scattata durante lo svolgimento del laboratorio

L'attivita didattica considerata prevede dunque la verbalizzazione sia da parte degli studenti organiz-
zatori, sia da parte dei partecipanti.

La coscienza delle ragioni poteva emergere in diversi momenti dell‘attivita: le varie fasi di discussione
tra gli studenti partecipanti e tra gli studenti organizzatori e quelli partecipanti prevedevano infatti il
raggiungimento di una risposta condivisa e la persuasione dei propri interlocutori, affinché il gioco
potesse proseguire. Come dichiarato nel par. 5, tali situazioni rappresentano il contesto piu naturale di
applicazione del ragionamento, dato che risulta necessario cercare ed esplicitare ragioni appropriate
nel caso in cui una conclusione raggiunta intuitivamente, come prevedibile in questa circostanza, non
fosse accettata dall'interlocutore. La coscienza delle ragioni coinvolte & dunque stata incentivata indi-
rettamente durante I'attivita, per quanto la produzione di ragioni non fosse richiesta esplicitamente.
In questo contesto, il dialogo viene incentivato in modo esplicito. Durante l'intera attivita, infatti, e in
tutte le fasi di discussione, gli atti comunicativi degli studenti coinvolti sono stati rivolti a interlocutori
da persuadere e che avrebbero potuto esprimere i propri dubbi e le proprie controargomentazioni
rispetto alle tesi presentate. Tale condizione rende possibile la strutturazione di argomentazioni sulla
base dei feedback diretti degli interlocutori, realizzando la natura sociale e interazionale della pratica
argomentativa.

La differenza di opinione tra i partecipanti alla discussione e stata incentivata dalla scelta del quesito.
Il quesito selezionato e stato infatti formulato in modo che potesse far emergere risposte legate alla
misconcezione della rappresentativita. L'intuizione che porta alla conclusione che una sequenza or-
dinata sia un caso molto speciale di un‘estrazione casuale é particolarmente diffusa; questo aspetto
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potrebbe generare differenze di opinione tra gli studenti organizzatori e i partecipanti, ma anche tra
i partecipanti stessi. Per quanto il problema possa essere risolto attraverso I'applicazione del calcolo
della probabilita, nel caso sia conosciuto dagli studenti, la presenza della misconcezione della rappre-
sentativita e il fatto che la probabilita fosse stata affrontata poco nelle classi partecipanti al laborato-
rio hanno consentito di generare autentiche differenze di opinione durante I'attivita.

Infine, pud dirsi presente un incentivo all'argomentazione, ossia un intento persuasivo degli alunni
convolti nell'attivita didattica. In questo esempio il contesto ha giocato un ruolo fondamentale: gli
studenti sia organizzatori sia partecipanti sono stati infatti coinvolti in prima persona grazie al conte-
sto del festival e alla dinamica del gioco a premi. Tutto cid ha contribuito a costruire un contesto in cui
gli studenti si sono sentiti motivati ad argomentare le proprie tesi, sia durante la fase di discussione
tra i partecipanti, incentivati a persuadere i propri compagni dalla dinamica del gioco a premi, sia
durante la fase finale di spiegazione. In quest’ultima fase, infatti, I'intento persuasivo degli studenti
organizzatori e stato supportato anche dal contesto e dal proprio ruolo. Dopo aver lavorato a lungo
sui problemi nei mesi precedenti, e dovendo giustificare ai partecipanti il fatto che avessero vinto o
perso le proprie monete, gli organizzatori hanno fatto ricorso a numerosi argomenti pur di convincere
i propri interlocutori, ad esempio mostrando con una tabella tutti i casi verificabili, lasciando che i
concorrenti girassero la ruota molte volte, oppure evidenziando analogie con altri giochi gia risolti dai
partecipanti.

7 Conclusioni

Il lavoro riportato in questo articolo, basato sulla teoria pragma-dialettica dell’argomentazione (van
Eemeren, 2018), affiancata alla descrizione teorica del ragionamento di Mercier e Sperber (2018),
ha consentito di identificare e caratterizzare i seguenti cinque elementi analitici: verbalizzazione, co-
scienza delle ragioni, dialogo, differenza di opinione e incentivo all'argomentazione. La scelta di tale
prospettiva teorica consente di trattare la competenza argomentativa in modo conforme a quanto
atteso dalle linee guida nazionali e internazionali in ambito educativo, dai quadri di riferimento dei
programmi di valutazione internazionale e dai piani di studio dei vari Paesi. Tale approccio integra
le dimensioni sociale, pragmatica e dialogica della pratica argomentativa, nell‘'ottica di favorire allo
stesso tempo sia il processo di argomentare per imparare, sia la capacita di imparare ad argomen-
tare; una competenza, quest’ultima, considerata fondamentale per il futuro cittadino di una societa
democratica.

L'analisi condotta ha permesso di validare I'efficacia dei cinque elementi analitici identificati, che ri-
sultano una buona chiave di lettura per vedere se e quanto diversi quesiti didattici tra loro eterogenei
soddisfino o meno le caratteristiche dell'argomentazione pragma-dialettica.

In particolare, dall'analisi effettuata &€ emerso come alcuni noti quesiti presi in esame in questo artico-
lo, che solitamente vengono considerati come quesiti volti a sviluppare la competenza argomentativa
negli allievi, presentino solo alcuni degli elementi analitici considerati, concentrandosi principalmente
sugli aspetti della verbalizzazione di un processo risolutivo o di un ragionamento, senza che l'atto
comunicativo prodotto sia inserito in un contesto sociale e pragmatico che coinvolge il dialogo, la dif-
ferenza di opinione, o I'incentivo alla persuasione. Questo tipo di interpretazione dell’argomentazione
come verbalizzazione di un procedimento o di un ragionamento rappresenta un valido traguardo di-
dattico in ottica matematica, soprattutto in vista dell’apprendimento della dimostrazione matematica,
ma a nostro parere tali attivita non risultano sufficientemente formative per sviluppare negli studenti
competenze argomentative in linea con le competenze chiave richieste per un futuro cittadino attivo
e critico di una societa democratica. Dunque, la scelta di etichettare come argomentativi questo tipo
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di quesiti da parte dei libri di testo, delle prove standardizzate o delle varie risorse circolanti puo avere
ricadute negative sulla pratica didattica, in quanto rafforza I'idea che la competenza argomentativa
possa svilupparsi senza che vengano presi in considerazione ulteriori elementi pragmatici fondamen-
tali per I'argomentazione.

L'analisi condotta su questi quesiti, effettuata tramite i cinque elementi analitici, ha inoltre permesso
di chiarire il ruolo di alcuni aspetti riguardanti il quesito e il contesto nel quale si colloca, nell'ottica di
stimolare negli studenti I'argomentazione in senso pragma-dialettico.

Un aspetto emerso riguarda il tipo di problema proposto per incentivare I'argomentazione, che
spesso coinvolge una risposta univoca per la quale si vuole verificare la conoscenza da parte degli
studenti. Eppure, come abbiamo evidenziato dalla letteratura (Rigotti & Greco Morasso, 2009), un
problema ricco e aperto sarebbe piu adatto per incentivarla, dato che si avvicinerebbe maggiormente
alle situazioni quotidiane e di vita comunitaria in cui si debba prendere una decisione, senza che sia
possibile verificare in modo chiaro e diretto la correttezza di una scelta rispetto a un‘altra. In questo
modo il problema potrebbe sollecitare la produzione di opinioni diverse, non essendo risolubile appli-
cando una procedura risolutiva algoritmica conosciuta, consentendo cosi il verificarsi della funzione
fondamentale dell’argomentazione di gestione razionale di una differenza di opinione nel tentativo
di ottenere una convinzione comune (van Eemeren et al., 2014).

Un altro aspetto emerso riguarda l'atto linguistico richiesto allo studente nei quesiti di matematica,
che condiziona cio che ¢i si attende da loro. Il tipo di atto (descrivi, spiega, giustifica, motiva ecc.)
orienta considerevolmente la risposta dello studente, e va dunque richiesto con consapevolezza. A
guesto proposito, abbiamo accennato al fatto che scelte differenti in questo senso, quali ad esempio
le richieste di descrivere un procedimento o un ragionamento, di motivare o di giustificare, abbiano
ricadute sulla verbalizzazione e sulla coscienza delle ragioni, incentivando piu 0 meno esplicitamente
I'attenzione degli studenti sulle ragioni coinvolte nelle varie situazioni proposte.

Un altro aspetto riguarda la presenza di un interlocutore, sia questo immaginario, oppure reale. Per-
ché I'atto comunicativo dello studente sia rivolto verso un interlocutore immaginario, & ad esempio
possibile descrivere nel quesito un dialogo simulato, fornendo valide e sufficienti ragioni per tutte
le tesi presentate. In tal modo sara possibile per lo studente formulare un‘argomentazione rivolta
e plasmata su un interlocutore di cui conosce la tesi, le ragioni, e di cui pud immaginare le possibili
controargomentazioni. In tal modo I'argomentazione sara immersa in un dialogo implicito, nel quale
colui che argomenta non reagisce direttamente a obiezioni espresse in tempo reale, ma produce un
monologo in cui anticipa i possibili dubbi o le controargomentazioni di un certo interlocutore o pub-
blico. Un dialogo esplicito € invece possibile nel caso in cui I'interlocutore sia effettivamente reale, non
sia gia convinto della tesi che gli viene presentata, oppure non conosca gia la soluzione del quesito, e
che sia disposto a dialogare con colui che argomenta per ottenere una tesi comune. Si & infatti messo
in evidenza nel quadro teorico come il dialogo sia fondamentale al fine di negoziare le premesse delle
proprie argomentazioni, permettendo al contempo di comprendere le ragioni altrui e regolando di
conseguenza le proprie argomentazioni, realizzando cosi il carattere sociale e interazionale dell'argo-
mentazione (van Eemeren, 2018).

Infine, un ultimo importante aspetto riguarda il contesto sociale dell'attivita, in cui lo studente possa
formulare una propria tesi sentendosi motivato a sostenerla, e personalmente coinvolto. Questa di-
mensione sociale costituisce un aspetto determinante perché lo studente sia incentivato ad argomen-
tare. Si & infatti mostrato come un incentivo all'argomentazione, come ad esempio un intento persua-
sivo, sia un ingrediente fondamentale per il costituirsi di un contesto argomentativo. La propensione
a convincere grazie all'uso della ragione, e ancor di piu la disposizione a lasciarsi persuadere se posti
di fronte a buoni argomenti, costituiscono infatti due elementi fondamentali della competenza argo-
mentativa.

In conclusione, si puo affermare che gli elementi analitici evidenziati e gli aspetti progettuali emersi
dall'analisi consentano di strutturare contesti didattici che favoriscono I'insorgere di un‘argomentazione
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aderente alla prospettiva della pragma-dialettica, configurandosi come un approccio per promuovere
lo sviluppo di quelle competenze critiche, comunicative e argomentative auspicate dai quadri di rife-
rimento nazionali e internazionali per la formazione di un cittadino consapevole, critico e partecipe di
una societa democratica.
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Sunto / Nell’articolo si presenta il progetto di ri-
cerca “Confrontare senza Calcolare” (CsC), nato
nell’ambito del progetto ArAl con I'obiettivo di ve-
rificare quanto e come un insegnamento relazio-
nale dell’aritmetica possa favorire ’'argomentazio-
ne sulla verita di equivalenze fra rappresentazioni
numeriche, superando la tendenza degli alunni a
interpretarle come calcoli. Si descrivono il conte-
sto teorico e metodologico di riferimento e le com-
petenze promosse dalle attivita di CsC. Si analiz-
zano diversi episodi tratti da attivita svolte nella
scuola primaria e nella secondaria di primo gra-
do, allo scopo di individuare strategie didattiche,
e relative competenze del docente, per promuove-
re lo sviluppo di competenze relazionali negli al-
lievi. I risultati riassumono tali strategie, tra le
quali esaltare e favorire il colpo d’occhio, distin-
guere tra calcoli locali e globali, individuare pre-
messe e conclusione in un’argomentazione, evita-
re la “gabbia relazionale”, e mettono al contempo
in luce la necessita di specifiche competenze del
docente per poter adottare in modo efficace tali
strategie.

Parole chiave: early algebra; progetto ArAl; pen-
siero relazionale; equivalenza fra espressioni;
confronto tra espressioni.

Abstract / This article presents the research pro-
ject “Comparing without Calculating” (CsC), de-
veloped within the ArAl project. Its aim is to inves-
tigate to what extent and in what ways a relational
approach to teaching arithmetic can foster stu-
dents’ argumentation about the truth of equiva-
lences between numerical representations, over-
coming their tendency to interpret them merely as
calculations. The theoretical and methodological
framework of the project is outlined, together with
the competencies promoted by the proposed CsC
activities. Several episodes drawn from classroom
activities in primary and lower secondary school
are analysed with the aim of identifying teaching
strategies — together with the corresponding
teacher competences — capable of fostering the
development of students’ relational competences.
The findings summarize such strategies, which in-
clude enhancing and supporting intuitive insight,
distinguishing between local and global calcula-
tions, identifying premises and conclusions within
an argument, and avoiding the so-called “relation-
al cage”. At the same time, the results highlight
the need for specific teacher competences to im-
plement these strategies effectively.

Keywords: early algebra; ArAl project; relational
thinking; equivalence of expressions; compari-
son of expressions.
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“Confrontare senza Calcolare”: la ricerca del progetto ArAl sulla verifica di equivalenze tra espressioni matematiche / Giancarlo Navarra ed
Emma Pareti

1 Premessa

Questo articolo illustra il progetto di ricerca e sperimentazione “Confrontare senza Calcolare”, avviato
nel 2022 all'interno del “Progetto ArAl: percorsi nell'aritmetica per favorire il pensiero pre-algebrico”’
nella cornice teorica dell'early algebra.” Larticolo intende mostrare come i risultati ottenuti sinora
offrano contributi significativi non solo per lo sviluppo ulteriore degli studi interni al progetto stesso,
ma anche in relazione ad aspetti metodologici e teorici pit generali del progetto ArAl.

Il progetto “Confrontare senza Calcolare” nasce dalla constatazione che gli alunni® trai 6 e i 14 anni
tendono a “vedere” le scritture matematiche quasi esclusivamente come operazioni da eseguire.
Questa prospettiva li porta a incontrare difficolta quando, nel loro progressivo avvicinarsi alla genera-
lizzazione, devono misurarsi con competenze relative non solo all’'operare, ma soprattutto all'interpre-
tare, al confrontare e al gestire rappresentazioni numeriche con numeri noti o sconosciuti.

L'ipotesi che orienta il progetto & che un approccio relazionale possa contribuire a superare tali dif-
ficolta. In particolare, si ritiene che tale approccio favorisca lo sviluppo di competenze fondate sull’e-
splorazione delle relazioni tra i numeri coinvolti — noti o sconosciuti — e sull'uso consapevole, quando
necessario, di semplici strategie di calcolo mentale e di riconoscimento delle strutture numeriche.
Come scrivono Carpenter et al. (2003):

«Molte importanti idee che favoriscono lo sviluppo del pensiero pre-algebrico coinvolgono re-
lazioni fra rappresentazioni differenti di numeri. Le frasi in linguaggio matematico contenenti
equivalenze vere o false con al loro interno numeri e numeri “da scoprire” costituiscono contesti
stimolanti per esplorare tali relazioni. Gli alunni, mentre argomentano sulla verita delle equivalen-
ze, si confrontano con concetti fondamentali dell’aritmetica e dell’algebra».

(Carpenter et al., 2003, p. 39, traduzione degli autori)

Scritto a quattro mani, l'articolo trae origine da una tesi di laurea® la cui parte sperimentale e stata
condotta durante I'anno scolastico 2024/2025 in cinque classi di scuola primaria® nella provincia di
Siena.

Di sequito, viene introdotto il progetto CsC® tracciando i principali costrutti che costituiscono la sua
base teorica.

1. Il progetto ArAl ha origine dai lavori condotti dai primi anni ‘80 dal GREM (Gruppo di ricerca in Educazione Matematica
presso I'Universita di Modena e Reggio Emilia) sotto la direzione scientifica di Nicolina A. Malara. Negli anni ‘90 le premesse
sociali e culturali del progetto si evolvono sempre pili verso la didattica dell’aritmetica e dell’algebra con alunni frai5ei 14
anni, collocandosi all'interno dell’area di ricerca denominata early algebra. Nel 2001 vince il concorso nazionale SeT (Progetto
per lo sviluppo Scientifico e Tecnologico) e inizia la collaborazione con scuole o reti di scuole di quasi tutte le regioni italiane.
Ha partecipato a progetti europei ed e attivo in ambito nazionale e internazionale.

2. Principi di metodo ed esempi di situazioni problematiche relativi a “Confrontare senza Calcolare”, sperimentate in classi di
scuola primaria e secondaria di primo grado di istituti che collaborano con il progetto ArAl, si trovano in Navarra et al. (2024)
(seconda e terza primaria, Cap. 8) e in Navarra et al. (2025) (quarta e quinta primaria, prima secondaria, Cap. 5).

3. I genere maschile viene usato in questo articolo per designare persone, indipendentemente dal genere.

4. Lavoro di Tesi di Emma Pareti (2025), svolto nell’ambito della laurea magistrale a ciclo unico in Scienze della Formazione
Primaria, Dipartimento di Formazione Lingue Intercultura Letterature e Psicologia, Universita degli Studi di Firenze. Relatore:
Samuele Antonini; correlatore: Giancarlo Navarra.

5. La scuola primaria in ltalia dura cinque anni e corrisponde alla scuola elementare nel Cantone Ticino.

6. Cisiriferira d'ora in poi al progetto di ricerca “Confrontare senza Calcolare” con “ricerca” o “CsC”, e alla tesi con “studio”.
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2 Learly algebra

2.1Dlearly algebra e il curricolo di matematica

Gli studi e le attivita afferenti all'early algebra hanno come obiettivo la promozione dello sviluppo del
pensiero pre-algebrico in alunni dai 5 ai 14 anni d’eta. Decenni di ricerca in questo campo di studi
(tra i principali, si vedano Filloy & Rojano, 1989; Herscovics & Linchevski, 1994; Kieran, 1994; Sfard &
Linchevski, 1994) hanno mostrato come gli ostacoli che gli studenti pit grandi incontrano nello svilup-
po del pensiero algebrico siano imputabili alla difficolta nell’estendere all'algebra i processi cognitivi
acquisiti in ambito aritmetico negli anni di scuola precedenti. Infatti, sebbene tra aritmetica e algebra
esista una forte continuita tanto sul piano concettuale quanto su quello epistemologico, tale legame
generalmente non viene né evidenziato né sviluppato nella consueta didattica della matematica della
scuola primaria e secondaria di primo grado.’

L'early algebra risiede silenziosamente nel curriculum di matematica di ogni livello scolare: negli ar-
gomenti, nei problemi e nei sistemi di rappresentazione; ma, come scrivono Carraher et al. (2007):

«Per quanto riguarda gli insegnanti di scuola secondaria di primo grado [...] molti ritengono
che I'apprendimento algebrico debba iniziare solo a 13 anni, sottovalutando cosi la capacita
degli studenti della scuola primaria di affrontare queste attivita e discostandosi dall’approccio del
movimento dell’early algebra, che cerca la continuita dell’apprendimento tra la scuola primaria e
quella secondaria».

(Carraher et al., 2007, p. 26, traduzione degli autori)

Si ritiene invece fondamentale che gli insegnanti contribuiscano a rendere visibile il carattere algebri-
co dell'aritmetica proponendo concetti e attivita capaci di favorire lo sviluppo del pensiero relazionale.
Tali proposte non dovrebbero essere considerate come argomenti aggiuntivi rispetto alla didattica
quotidiana, bensi come elementi da integrare in modo organico al suo interno. A conferma di questa
affermazione Carpenter et al. (2003) scrivono:

«Lo sviluppo del pensiero matematico degli studenti non dovrebbe essere percepito come un
ulteriore argomento da insegnare. Idealmente, dovrebbe essere una parte integrante dell’inse-
gnamento dei concetti e delle abilita aritmetiche. Una volta che gli studenti hanno imparato a
riflettere sulle relazioni, allora le proposizioni vero/falso e le frasi numeriche aperte possono essere
utilizzate per sostenere |'apprendimento di molti concetti e abilita aritmetiche».

(Carpenter et al., 2003, p. 38, traduzione degli autori)

Una delle radici epistemologiche dell’'early algebra ¢ quindi la dualita procedurale-relazionale, am-
piamente esplorata all'interno del progetto ArAl (si vedano, ad esempio, Cusi et al., 2011; Malara &
Navarra, 2003, 2018; Navarra, 2019, 2022).
2.21fondamenti teorici dell’early algebra

La prima a formulare la differenza tra significato operazionale (operational meaning) e significato rela-
zionale (relational meaning) dell'uguale é Kieran (1981, 2004, 2018; Kieran et al., 2016), che evidenzia

7. La scuola secondaria di primo grado in Italia dura tre anni e corrisponde ai primi tre anni di scuola media nel Cantone Ticino
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come la concezione operazionale sia largamente diffusa tra gli studenti e persista anche a livelli scolari
avanzati. Questa impostazione é coerente con il quadro teorico proposto da Sfard (1991, 2008), che
distingue tra concezioni operazionali e concezioni strutturali degli oggetti matematici e introduce la
necessita di guidare gli studenti nel passaggio dai processi agli oggetti, favorendoli nell'impadronirsi
dei termini specifici per designare gli oggetti attraverso il processo della nominalizzazione. Sfard evi-
denzia anche come guidare a comprendere il significato di una definizione matematica costituisca
un‘impresa complessa ma necessaria per costruire negli studenti una crescente consapevolezza nei
confronti del pensiero matematico. Knuth et al. (2006), Carpenter et al. (2003), Mason (2013), Schlie-
mann et al. (2003) sono fra i primi ricercatori a sottolineare come il punto di vista relazionale possa
essere sviluppato fin dai primi anni della scuola primaria e sia strettamente correlato alla successiva
graduale comprensione dei significati in algebra. Mason scrive molto esplicitamente che «Non & mai
troppo presto [per pensare in modo algebrico]. Per imparare I'aritmetica & necessario pensare in
modo algebrico» (Mason, 2013, p. 329, traduzione degli autori). Parallelamente, lavori di Carraher e
Schliemann (2007) sottolineano come il pensiero algebrico emerga naturalmente quando gli studenti
sono coinvolti in attivita che richiedono di analizzare relazioni tra quantita, piuttosto che esequire
calcoli. La dualita procedurale-relazionale e stata approfondita anche da Falkner et al. (1999) e da
Jacobs et al. (2007) che hanno introdotto il concetto di pensiero relazionale (relational thinking), evi-
denziando come gli allievi possano sviluppare strategie basate sullo studio delle relazioni tra quantita
anche in assenza di un rigoroso formalismo algebrico.

L'analisi delle relazioni fra quantita porta ad uno dei temi nodali dell’early algebra: il segno uguale,
uno dei nodi fondativi del quadro teorico del progetto ArAl. La difficolta degli studenti di riconoscervi
il significato di uguaglianza simmetrica fra due quantita, a fronte di una sua consolidata interpretazio-
ne come comando che genera un calcolo, € ampiamente documentata e analizzata, tra altri, da Car-
penter et al. (2003) che, come Knuth et al. (2006), individuano nelle discussioni coinvolgenti I'intera
classe o piccoli gruppi di alunni, e quindi nell'argomentazione, I'ambiente piu produttivo per porre a
confronto le diverse concezioni del segno. Blanton e Kaput (2011) collegano il significato dell'uguale
al pensiero funzionale, cioé alla capacita di riconoscere, descrivere e generalizzare relazioni tra quan-
tita che variano insieme.

Si puo affermare che tutti gli studi sull'early algebra esaltano il ruolo dell'argomentazione nel lungo
processo di costruzione dei saperi matematici; si fa qui riferimento in particolare a quelli fondamentali
di Sfard (2008) e alle sue riflessioni sul discorso matematico. Pur non direttamente collegati con gli
studi sull'early algebra, si ricordano quelli di Ferrari (2021) sulla relazione fra “lingua”, “linguaggio” e
apprendimento matematico e di Mariotti (2022) sull'argomentazione come cuore dell’attivita mate-
matica e premessa per la dimostrazione. Vi sono ampie convergenze tra molti ricercatori nell'ambien-
te dell'early algebra (Blanton & Kaput, 2011; Carpenter et al., 2003; Carraher & Schliemann, 2007)
sul fatto che, se I'argomentazione nasce attraverso la riflessione su situazioni concrete, alunni anche
molto giovani sono in grado di giustificare relazioni e ragionare su quantita incognite. La capacita di
confrontare relazioni fra enti noti e sconosciuti € connessa alle competenze legate all'interpretazione
e alla gestione delle rappresentazioni di un numero.

Il tema delle rappresentazioni dei numeri é strettamente intrecciato allo sviluppo del pensiero algebri-
co e alla capacita di cogliere relazioni e strutture. Kaput (2008) sottolinea, in merito a questo aspetto,
il ruolo fondamentale del coordinamento tra rappresentazioni multiple nella costruzione di significati
matematici profondi fin dai primi anni della scuola primaria. Nel loro insieme questi studi conver-
gono nel riconoscere che la comprensione dei numeri non risiede in una singola rappresentazione,
ma emerge dalla capacita di interpretare e trasformare diverse forme rappresentative, processo che
costituisce uno dei fondamenti dello sviluppo del pensiero pre-algebrico. Se questo non avviene, una
concezione operativa (procedurale) dell’'uguale ostacola I'apprendimento dell’algebra.

Centrale rispetto a questi temi e quindi la traduzione tra linguaggi o tra diversi registri di rappresen-
tazione, e cid comporta la coordinazione di una pluralita di sistemi di rappresentazione. Kaput (2008)
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e Blanton e Kaput (2011) sottolineano come comprendere e risolvere problemi algebrici richieda com-
petenze che si acquisiscono nel passare attraverso modi diversi di esprimere lo stesso concetto: rap-
presentazioni verbali, tabulari, iconiche, grafiche, simboliche. Da queste premesse nasce, in particola-
re, l'importanza della traduzione dal linguaggio naturale a quello matematico (e viceversa) in quanto
presuppone da parte del traduttore il controllo sulle relazioni fra le loro semantiche e le loro sintassi.
Il tema del numero sconosciuto e delle sue diverse forme di rappresentazione — uno dei tre nodi
fondativi, come si vedra, nel progetto ArAl — e stato ampiamente studiato perché rappresenta un pas-
saggio cruciale dall‘aritmetica all'algebra. Ancora Carpenter et al. (2003) illustrano — con il supporto di
una grande quantita di esempi — come alunni anche molto giovani possano essere guidati a ragionare
su quantita ignote, rappresentate anche in modo informale (caselle vuote, icone di fantasia, simboli,
lettere ecc.), attraverso lo studio di equivalenze tra rappresentazioni formalmente differenti.

| temi delineati sinora si intrecciano all'interno della dualita risolvere-rappresentare trattata, fra altri,
da Kaput (2008), il quale mostra come risolvere un problema sia strettamente collegato con la co-
struzione e il coordinamento di rappresentazioni che rendono visibili le relazioni matematiche fra gli
enti che vi compaiono. Mason (2002) analizza la struttura profonda del pensiero matematico, che
presenta come una serie di passaggi dal “vedere” (“the discipline of noticing”, traducibile con “la pra-
tica dell'accorgersi”) al rappresentare, al generalizzare, contrapponendo questa prospettiva al punto
di vista del risolvere.

Il progetto ArAl nasce e matura nella cornice teorica dell'early algebra. Uno dei suoi principali obiet-
tivi @ la condivisione con gli insegnanti di alunni dai 5 ai 14 anni di una visione relazionale della
matematica, contrapposta alla classica visione procedurale. Promuovere una visione relazionale si-
gnifica guidare all’'osservazione complessiva di una situazione al fine di rivelare eventuali legami tra
i termini in gioco, spostando I'attenzione dalle operazioni numeriche alle relazioni fra gli enti, noti o
sconosciuti. La visione relazionale e centrale al fine di cogliere la continuita fra aritmetica e algebra,
favorire i processi mentali comuni ai due ambiti disciplinari, stimolare la riflessione sul significato dei
concetti matematici osservati. Al contrario, una visione marcatamente procedurale della matematica
— dove l'attributo procedurale esprime il carattere di procedura da esequire o da analizzare in modo
sequenziale rispettando regole predeterminate — tende a favorire atteggiamenti proiettati verso il
fare (trovare operazioni, eseguire calcoli, sviluppare espressioni, risolvere equazioni ecc.) e verso un
apprendimento mnemonico e acritico.

3 Il progetto di ricerca e sperimentazione “Confrontare senza Calcolare”

Il progetto CsC, a sua volta, si inserisce nella cornice teorica del progetto ArAl, sposandone i nodi
fondativi (delineati nel par. 2) e mirando allo sviluppo di una visione relazionale nel confronto tra espres-
sioni numeriche. La consegna tipo che si pone agli alunni chiede di argomentare se un‘equivalenza sia
verificata senza svolgere calcoli globali, bensi concentrando la propria attenzione sulle relazioni che col-
legano i suoi membri appoggiandosi solo a calcoli mentali locali. Si consideri ad esempio I'equivalenza:

47 +38ZL40+30+7 + 8.

Come si vedra nel par. 5, un tipo di argomentazione promossa dal progetto CsC parte dal riconoscere
a colpo d’'occhio come equivalenti 47 e 40 + 7 e 38 e 30 + 8: si limita ad intuitivi calcoli mentali locali
concentrando la propria attenzione sulle relazioni esistenti tra i numeri in gioco. Diverso sarebbe il
caso di un‘argomentazione del tipo: «L'uguaglianza e vera perché 47 piu 38 fa 85 e anche 40 piu 30
pit 7 piu 8 fa 85» perché comporterebbe lo svolgimento di calcoli globali, non rispettosi della conse-
gna, indicativi di un punto di vista procedurale.
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Le competenze che il progetto CsC si propone di analizzare e di promuovere, all'interno dell'ampio
quadro teorico delineato nel par. 2, vengono ricondotte a:

— tre nodi fondativi:

1. il significato del simbolo “=" come “&", “& uguale a";

2. il concetto che un numero puo essere rappresentato in infinite forme;

3. l'approccio al numero sconosciuto e la conquista della lettera per rappresentarlo;
— tre temi chiave:

1. verbalizzare e argomentare;

2. risolvere vs rappresentare;

3. tradurre dal linguaggio matematico al linguaggio naturale e viceversa.

Per ognuno dei nodi e dei temi si fara riferimento ad alcuni fra i principali studi sull'early algebra che
hanno messo in luce la loro crucialita. Data la stretta interconnessione fra temi e nodi, alcuni riferi-
menti compariranno piu volte.

3.11nodi fondativi

3.1.111significato relazionale del segno uguale

Il significato relazionale del segno uguale é stato ampiamente discusso in letteratura (fra i pit impor-
tanti, si vedano Carpenter et al., 2003; Kaput, 2008; Kieran, 1981; Schwarzkopf et al., 2018; Sfard &
Linchevski, 1994).

Nell'aritmetica “scolastica” il significato prevalente del segno uguale & quello procedurale di operatore
direzionale, con una forte connotazione spazio-temporale: prima si fanno dei calcoli a sinistra e poi si tro-
va un risultato a destra. Tale significato & supportato e veicolato dalla traduzione del simbolo uguale con
il termine “fa”: «Otto piu tre fa undici», traduzione operata tanto dagli alunni quanto dagli insegnanti.
Con significato relazionale del segno “=" si intende attribuire al simbolo una valenza a-temporale e
a-direzionale, riconoscendolo come indicatore di equivalenza fra due rappresentazioni formalmente
differenti dello stesso numero. Questo porta a superare I'uso di “fare” come “verbo di risultato” e a
tradurre il simbolo “=" con I'espressione “e uguale a”: «Otto piu tre & uguale a undici», esattamente
come «Undici & uguale a otto piu tre». Una visione relazionale del segno uguale é prerequisito fon-
damentale per svolgere attivita in CsC: gli alunni vanno guidati a capire che quelle che si pongono a
confronto non sono operazioni ma rappresentazioni.

3.1.2 La rappresentazione canonica e non canonica di un numero

Questa distinzione & un costrutto originale nel quadro teorico del progetto ArAl;® si sviluppa a partire
dagli studi di Carpenter et al. (2003), Kieran (1981), Knuth et al. (2006).

Nell'insieme dei numeri naturali, per rappresentazione (o forma) canonica di un numero si intende la
sua rappresentazione posizionale in base dieci. Ad esempio, la rappresentazione canonica del numero
diciotto & il simbolo 18. Possiamo dire che la forma canonica di un numero ¢ il suo nome, ed é evi-
dente che ogni numero ne ha una sola. Le rappresentazioni non canoniche di un numero sono invece
le infinite forme con cui esso pud essere espresso mediante operazioni che coinvolgono altri numeri;
ad esempio, nel caso del diciotto, 15 + 3, 9 x 2, 54 : 3 ecc.

8. Il costrutto di rappresentazione “canonica” e “non canonica” e stato concepito in riferimento ai numeri naturali per far si
che alunni molto giovani, di fronte a una rappresentazione come 5 — 2, imparino a leggerla come una delle molteplici rappre-
sentazioni possibili del numero 3. In questo modo si evita il radicarsi di quegli atteggiamenti automatici che li portano a vedere
5 — 2 come qualcosa di incompleto, una scrittura in attesa, che acquista un’identita solo se viene completata con I'aggiunta
di un “=" e I'inserimento del risultato: 5 — 2 = 3. Poiché lo studio si sviluppa nell’ambito della scuola primaria anche nell’ar-
ticolo si rimane nell’insieme dei numeri naturali. Nel momento in cui si estende I'ambito numerico si puo estendere anche la
definizione di forma canonica e non canonica di un numero. Per chi volesse approfondire questo aspetto si rimanda a Navarra
(2022, pp. 273-274).
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In attivita di CsC, al fine di poter confrontare i due membri di un‘equivalenza, & necessario saper rico-
noscere di volta in volta le sostituzioni piu opportune tra la rappresentazione canonica e quelle non
canoniche di un numero; ad esempio, valutare se sia opportuno sostituire:

— forme canoniche con forme non canoniche: 520 con 52 x 10; nconn x 1;
— forme non canoniche con forme canoniche: 9 + 9 + 9 con 27; 4 x 3 + 3 con 15;
— forme non canoniche con altre forme non canoniche: 4 x (n + 9) con 4 x n + 4 x 9.

3.1.3 Il numero sconosciuto e le sue rappresentazioni

L'argomento é stato trattato da diversi punti di vista in molti studi basilari sull'early algebra, ad esem-
pio, Carpenter et al. (2003), Kieran (1992), Radford (2010), Sfard (1991).

E attraverso l'uso delle lettere che in algebra & possibile esprimere concetti generali e generalizzabili,
pertanto comprendere il loro significato € una condizione necessaria per poter costruire ragionamenti
di matrice algebrica.

Esercizidel tipo4 +...=1004 +0=1004 + ___= 10 che si trovano nei testi sin dalla prima prima-
ria, infatti, visti in una prospettiva procedurale, hanno lo scopo di far allenare gli alunni con le quattro
operazioni («Quale numero aggiunto a 4 permette di ottenere 10?»): esauriscono la loro funzione
in ambito aritmetico. Visti in una prospettiva relazionale, invece, sono delle equazioni e i puntini, il
quadratino, i trattini bassi non sono piu semplicemente uno spazio da riempire, ma assumono una
dignita algebrica: sono interpretabili come rappresentazioni di un numero sconosciuto. In attivita di
CsC si propongono anche equivalenze contenenti delle incognite, ad esempio 15 + 3 =5 x 3 + a (che
verra analizzata nel par. 5).

3.2 temi chiave

3.2.1 Verbalizzare e argomentare

Agli autori citati nel par. 2.2 che hanno studiato I'argomentazione in campo matematico si aggiungo-
no qui Blanton et al. (2018), Kaput (2008), Lins & Kaput (2004) e Radford (2018).

La capacita di argomentare in ambito matematico matura lungo un percorso al quale dovrebbe
essere dedicata una grande attenzione sin dalla scuola dell'infanzia. Le Indicazioni nazionali per il
curricolo della scuola dell’infanzia e del primo ciclo d’istruzione (Ministero dell’lstruzione e del Merito
[MIM], 2025), come le precedenti, si riferiscono in termini generici all'argomentazione in matematica
associandola in piu riprese (pp. 67-71) all'analisi critica, alla giustificazione, alla capacita di formulare
ipotesi e di verificarle attraverso metodi matematico-scientifici anche con l‘ausilio della tecnologia. A
fronte di tali affermazioni di principio, pero, I'esperienza mostra come I'argomentazione non sia dif-
fusa nelle classi durante le attivita matematiche, a causa di un'attenzione concentrata da parte degli
insegnanti pit sugli aspetti del fare che della riflessione linguistica e metalinguistica che, come sostie-
ne il progetto ArAl, dovrebbe diventare un forte valore condiviso all’interno della comunita-classe.
Abituare gli alunni a organizzare frasi pur brevi ma di senso compiuto favorisce sia colui che verba-
lizza sia i compagni che lo ascoltano creando le condizioni per una maturazione sociale e culturale
della classe che non vede piu nell'insegnante I'unico interlocutore. L'argomentazione rappresenta
I'evoluzione della verbalizzazione: gli alunni, grazie a un‘opportuna conduzione delle discussioni ma-
tematiche collettive, imparano a fornire ragioni a favore o contro una determinata affermazione
anche intrecciando linguaggi diversi e avvicinandosi al concetto di dimostrazione. In questo modo il
linguaggio naturale svolge il ruolo fondamentale di mediatore verso la graduale appropriazione da
parte degli alunni di un linguaggio specifico come quello matematico.

Un passaggio nodale in questo senso e rappresentato dalla contrapposizione verbale-nominale. Gui-

"o "o

dare gli allievi verso un uso consapevole e autonomo di termini come “somma”, “differenza”, “dop-

pio”, “triplo”, significa aiutarli a impadronirsi di un linguaggio nominale, com’é quello scientifico, ca-
ratterizzato da testi in cui si fa uso di pochi verbi per privilegiare invece nomi e aggettivi. Per esempio:
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una scrittura come 2 x 3 viene espressa abitualmente attraverso frasi centrate su verbi come «Molti-
plicare 2 per 3», «Eseguire una moltiplicazione», «Trovare il risultato della moltiplicazione fra 2 e 3».
Sono frasi “operative”, procedurali, frutto di una lettura sequenziale del testo. Imparare a definire
2 x 3 costruendo delle frasi nominali come «2 x 3 & il prodotto fra 2 e 3», «2 x 3 & il doppio di 3»,
«2 x 3 eiltriplo di2», «2 x 3 & un multiplo di 2 e di 3» significa saper puntare |'attenzione non soltanto
sugli enti in gioco (2 e 3), ma soprattutto sulla relazione che li collega (in questo caso moltiplicativa).
Saper distinguere e gestire questi due punti di vista & uno degli aspetti centrali di CsC, in quanto edu-
ca gli alunni a superare la concezione dominante di scritture del tipodi8 + 1,9 x 4 x 3, (3 + 2) x 10
come operazioni e a vederle come oggetti matematici, identificabili proprio attraverso modi specifici
di usare il linguaggio, la sua semantica e la sua sintassi.

3.2.2 Risolvere vs rappresentare

Questa dualita & nodale nell'ambito della ricerca riguardante I'early algebra e il problem solving. Tra
i principali autori, si ricordano Bednarz e Janvier (1996) e Kieran (1981, 1990, 2018). Essa induce una
modifica radicale nel modo in cui si affronta un problema. Risolvere un problema significa puntare al
prodotto, cioe all'individuazione delle operazioni che portano al risultato. Rappresentare un problema
significa puntare al processo, cioé all'individuazione delle scritture che consentono di esplicitare in
linguaggio matematico le relazioni fra gli elementi del problema. Nel primo caso si privilegia il punto
di vista procedurale, nel secondo quello relazionale. Di seguito si chiarisce la differenza tra i due punti
di vista attraverso un problema accompagnato da due consegne diverse a e b (si consideri la versione
a come standard e la versione b come non-standard).

Nel giardino della scuola stanno facendo I'intervallo tre classi: una prima, una seconda e
una terza. La prima é formata da 21 alunni e la seconda da 23. In totale nel giardino ci
sono 59 alunni.

a. Trova il numero degli alunni della terza. | b. Rappresenta in linguaggio matematico
la situazione in modo che si possa trovare
il numero degli alunni della terza.

La consegna a chiede di risolvere il problema: I'alunno individua i tre dati (21, 23, 59) e due operazioni
su di essi (I'addizione 21 + 19 = 40 e la sottrazione 59 — 40) che permettono di trovare il risultato (19).
Il simbolo “=" & un operatore direzionale. L'alunno & concentrato sull'individuazione del prodotto.
La consegna b chiede di rappresentare il problema: I'alunno individua: (i) quattro enti, tre noti (21, 23,
59) e uno sconosciuto, al quale da un nome usando, per esempio, la lettera t per indicare il numero
degli alunni della terza; (ii) due relazioni (quella additiva e quella di equivalenza). Raccoglie enti e re-
lazioni nella frase espressa in linguaggio matematico:

21 +23 +t=59.
L'alunno si concentra sulla rappresentazione del processo, che puo esprimere a parole in questo modo:
«La somma fra il numero degli alunni della prima, quello degli alunni della seconda
e quello degli alunni della terza & uguale al numero totale degli alunni che fanno
I'intervallo nel giardino».
Conoscere la differenza fra i due punti di vista & un prerequisito fondamentale per lo svolgimento di
attivita su CsC, in cui non vi & infatti niente da “risolvere” poiché le scritture che formano l'equiva-

lenza non vanno viste come “operazioni che portano a un risultato”, ma come “rappresentazioni da
confrontare”.
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3.2.3 Tradurre dal linguaggio matematico al linguaggio naturale e viceversa

Il tema della traduzione fra linguaggi & centrale perché, per comprendere, rappresentare e risolvere
problemi, si richiede una pluralita di competenze riguardanti la capacita di esprimere lo stesso concet-
to attraverso parole, simboli, rappresentazioni grafiche o tabulari. Oltre a Duval (2006), si ricordano
Carraher et al. (2000), Kaput (2008) e Kieran (1996).

Per allievi di 6-14 anni d'eta saper tradurre una frase dal linguaggio matematico a quello naturale e
viceversa costituisce I'esito di una didattica che propone I'approccio alla matematica come a un nuovo
linguaggio: saper tradurre un testo significa infatti conoscere gli aspetti semantici e sintattici di en-
trambi i linguaggi, e questa competenza si costruisce grazie a un contratto didattico che dedichi ampio
spazio alla riflessione su di essi e sulle relazioni che intercorrono fra i loro lessici e le loro grammatiche.
Ad esempio, alunni ai quali si chieda di tradurre in linguaggio naturale un‘espressione come 10 + 7 x 2
propongono una grande varieta di scritture, ad esempio «10 piu 7 per 2» o «Moltiplico 7 per 2 e
aggiungo 10», riconoscibili come frasi procedurali in quanto spiegano cio che si fa. Saper interpretare
in termini relazionali la struttura di 10 + 7 x 2 definendola come «La somma tra 10 e il doppio di
7» comporta che gli alunni sappiano riconoscere in 7 x 2 «il prodotto fra 7 e 2» o un piu evoluto «il
doppio di 7». E necessario cioé che essi sappiano dare un nome agli oggetti matematici.

Saper produrre/interpretare traduzioni dal linguaggio matematico al linguaggio naturale e viceversa e
un altro requisito necessario in CsC, in quanto porta al saper riconoscere rappresentazioni equivalenti
(per esempio 6 + 5, 5 + 3 x 2, 22 : 2 come forme non canoniche dello stesso numero 11); saper ge-
stire le parentesi; riconoscere proprieta; applicare principi; attribuire significato a una lettera.

4 Obiettivi di ricerca e metodologia applicata nello studio: la metodologia
delle trascrizioni pluricommentate

La metodologia delle trascrizioni pluricommentate applicata nello studio riportato in questo articolo &
uno strumento del progetto ArAl concepito per favorire I'auto-riflessione e lo sviluppo professionale
dei docenti (Navarra, 2022).° L'autrice I'ha utilizzata nella parte sperimentale dello studio, condotta
in cinque classi di scuola primaria, in ognuna delle quali ha partecipato per diciotto ore alla normale
attivita didattica avendo modo di osservare, in tale arco di tempo, le attivita connesse a CsC. Ognuna
delle cinque insegnanti partecipanti allo studio ha audio-registrato una lezione e ha trascritto la regi-
strazione in un apposito template convenzionalmente denominato “diario”. Dopo aver commentato
il diario lo ha inviato agli autori che lo hanno commentato a loro volta prima separatamente e poi
incrociando i rispettivicommenti. Ogni diario & stato infine rinviato all'insegnante, che lo ha condiviso
con gli altri docenti dell'istituto. | commenti delle insegnanti sono collegati al contesto-classe, quelli
degli autori pongono in relazione la prassi (cio che & avvenuto in aula) e la teoria (gli obiettivi di CsC,
i costrutti del progetto ArAl e, in generale, dell'early algebra).

| diari hanno permesso di analizzare i processi di insegnamento-apprendimento con l'obiettivo di:

— raccogliere informazioni sulla conduzione delle attivita da parte di insegnanti che affrontano per la
prima volta CsC e sugli atteggiamenti, i processi cognitivi, le difficolta degli alunni;

— sviluppare riflessioni teoriche e di metodo sulle informazioni raccolte;

— elaborare indicazioni di carattere operativo che favoriscano I'affinamento dell’azione didattica at-
traverso il superamento di atteggiamenti procedurali e lo sviluppo di competenze relazional.

9. Attualmente (dalla.s. 2006/2007 a dicembre 2025) sono consultabili nel sito del progetto ArAl (https://www.progettoaral
it/diari-2/) quasi 400 diari (70 della scuola dell'infanzia, 240 della scuola primaria, 90 della scuola secondaria di primo grado)
corredati con piu di 7'000 commenti
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In particolare, le domande di ricerca che hanno guidato l'osservazione e I'analisi dei diari da parte
degli autori sono le seguenti: Quali strategie didattiche favoriscono lo sviluppo di competenze rela-
zionali negli allievi coinvolti in attivita di CsC relative alla verifica di equivalenze matematiche? Quali
competenze deve possedere l'insegnante per promuovere e quidare tale sviluppo?

Dai cinque diari, e da attivita analoghe svolte nello stesso periodo dall'autore assieme a insegnanti
della scuola secondaria di primo grado, sono stati estratti gli episodi che fungono da esempi per i prin-
cipali temi che costituiscono gli attuali risultati del progetto di ricerca “Confrontare senza Calcolare”.
Ogni episodio & contrassegnato con una sigla, ad esempio EP1 (P1), che indica il suo numero d’ordine
(EP1, EP2, ...), sequito da un codice tra parentesi che indica I'ordine scolastico — primaria (P) o secon-
daria di primo grado (S) — seguito dal numero che indica la classe.

4.11dentificazione e analisi degli episodi

La scelta degli episodi richiede una premessa di metodo che si sintetizza attraverso il grafico della
Figura 1 che illustra le relazioni all'interno del progetto ArAl tra le attivita in classe, il confronto tra
insegnanti ed esperti facenti parte della comunita di pratica, lo sviluppo del quadro teorico e delle
competenze degli insegnanti.

,—) | 1. Attivita di classe |- ----- g
influenza conducono a
| v
3. Sviluppo di: 2. Confronto tra
quadro teorico, | competenze insegnanti ed esperti
metodologie, |eatly algebra su interventi nelle classi,

materiali dei docenti diari, pubblicazioni
! i
SRR conduce a ---------- !

Figura 1. La circolarita delle relazioni fra teoria e prassi nel progetto ArAl

Nello specifico del progetto CsC, durante (1) le attivita di classe emergono nodi e ostacoli (difficolta
nell‘analizzare le equivalenze, nel riconoscere rappresentazioni formalmente diverse dello stesso nu-
mero, nell'applicare proprieta ecc.) che (2) vengono periodicamente analizzati da docenti ed esperti
con l'obiettivo di individuare scelte didattiche e strategie che (3) indirizzino le successive attivita nelle
classi. Il ripetersi di questo ciclo ha fatto gradualmente maturare le sei strategie che verranno illustrate
di seguito.

Come gia detto, l'autrice ha svolto 90 ore di effettiva presenza in cinque classi di scuola primaria; nello
stesso periodo 'autore ha effettuato 130 ore in meeting con classi di scuola primaria e secondaria del-
lo stesso istituto; ogni meeting é stato effettuato con I'utilizzo della tavoletta grafica e in tutto sono
stati prodotti 55 file di lavoro .notebook. Alle attivita in classe si sono aggiunte 60 ore di meeting tra
docenti ed esperti — ai quali spesso partecipava anche l'autrice — in parte di gruppo, in parte bilaterali.
Diari e file di lavoro hanno fornito la fonte dalla quale sono stati selezionati gli episodi, che possiedo-
no una duplice fisionomia: ognuno di essi esemplifica un tema chiaramente definito, oggettivato, che
esprime il prodotto del progetto CsC; allo stesso tempo, rappresenta il processo, alla maturazione del
quale ha fornito un importante contributo, che ha portato a quel prodotto.

Per esempio, il primo episodio EP1 (P1) documenta il tema “Esaltare e favorire il colpo d'occhio”. Que-
sto tema non emerge tanto da un’analisi a posteriori dei materiali raccolti, ma esprime la graduale,
lenta condensazione di continue osservazioni dei comportamenti degli alunni e delle loro argomen-
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tazioni che, alla fine, ha fatto maturare la convinzione che favorire il colpo d'occhio possa realmente
promuovere lo sviluppo delle competenze relazionali, non solo in attivita di CsC. Un microepisodio
esemplifica la ricchezza del processo: I'alunna L. (intervento 11 dell’episodio) usa proprio la locuzione
“a colpo d'occhio”, ispirando in questo modo I'attribuzione di un “nome” a quegli atteggiamenti
molto frequenti rilevati negli alunni, che hanno portato alla definizione della strategia.

Per quanto concerne le ragioni alla base della scelta degli episodi, ognuno dei cinque diari, commen-
tato all’origine dalle docenti che I'hanno redatto, e stato analizzato e commentato separatamente
dagli autori. Successivamente tutti i commenti relativi a uno stesso diario sono stati raccolti in un
unico file e gli autori hanno incrociato le loro considerazioni (complessivamente, fra tutti e cinque i
diari, i commenti sono 223). Gli episodi sono stati scelti quindi in base sia alla qualita dell'impianto
relazionale dell'azione didattica sia all'interesse dei relativi commenti del diario per quanto concerne,
ad esempio, I'interazione docente-alunni e alunni-alunni, la pluralita dei ruoli assunti dallinsegnante
nella conduzione delle discussioni, la qualita dell'argomentazione, la consapevolezza degli alunni
relativamente ai concetti in gioco.

Ai fini dell’articolo, i commenti sono stati opportunamente selezionati, intrecciati e rielaborati dagli
autori al fine di collocare ogni episodio all'interno di una cornice teorica e metodologica.

5 Risultati emersi dall’analisi degli episodi

L'analisi dei dati raccolti con la metodologia descritta nel par. 4 ha condotto all’identificazione di sei
strategie chiave che, se messe in atto dal docente in ambito di attivita di CsC, permettono di favorire
negli allievi lo sviluppo di competenze relazionali nel trattare le equivalenze matematiche.
In questo paragrafo vengono presentati e analizzati quindici episodi tratti dai diari raccolti, che per-
metteranno di esemplificare queste strategie. Le sei strategie individuate sono le seguenti:

1. esaltare e favorire il colpo d'occhio;

2. appoggiarsi a strategie che si rivelano efficaci per individuare numeri e relazioni: la “strategia cro-
matica”, la verbalizzazione in forma relazionale dell’equivalenza;

3. favorire l'interpretazione complessiva di un’equivalenza distinguendo tra calcoli locali e calcoli
globali,

4. distinguere premesse e conclusione in un‘argomentazione;,

appoggiare il pensiero a un supporto scritto;

6. evitare/ridurre la “gabbia relazionale”.

v

5.1 Esaltare e favorire il colpo d’occhio

Si puo definire il colpo d’occhio come la capacita di cogliere velocemente dettagli importanti in una
situazione complessa. In questo senso, gli alunni maturano la capacita di osservare un‘equivalenza nel
suo insieme e di cogliere le relazioni tra i numeri e i simboli presenti nei suoi due membri. Imparano
a non focalizzarsi sulla singola relazione o sulle rappresentazioni di singoli numeri e a cogliere a colpo
d’occhio la struttura dei due membri dell’equivalenza.

Il docente puo esaltare il colpo d'occhio negli allievi attraverso opportune consegne, richieste e ri-
scontri come quelli riportati nel seqguente episodio avvenuto in una classe di prima primaria. Il dialogo
si sviluppa all’interno di un‘attivita di CsC che implica I'uso di mattoncini da costruzione uguali nelle
dimensioni e diversi nel colore. L'insegnante (abbreviata in “Ins.” nel dialogo che segue) dispone dei
mattoncini da costruzione su due tavoli come in Figura 2 e chiede agli allievi di descrivere la situazione.
Gli alunni devono verificare se sui due tavoli c'e lo stesso numero di mattoncini.
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Figura 2. | due tavoli e i gruppi di mattoncini.

EP1 (P1)
1. Ins.: «Come descrivereste questa situazione?»
2. L. [dopo aver contato i mattoncini]: «lo vedo nel tavolo a sinistra un gruppo di
cinque mattoncini gialli e un gruppo di nove mattoncini rossi. Poi vedo nel tavolo
a destra cinque mattoncini gialli e nel secondo gruppo otto mattoncini rossi e
uno blu».
Ins.: «Bravissima! Vieni V., vieni a scrivere in linguaggio matematico quello che ha detto L.».
[V. scrive 5 + 9 e accanto, 5 + 8 + 1].
Ins.: «E vera questa uguaglianza?»
V.. «Nonloso... no».
Ins.: «Cosa rimane uguale? Cosa cambia?»
V.. «8+ 1 & laforma non canonica del 9 e 9 & la forma canonica del 9».
9. Ins.: «Poi cos'altro c’é di uguale?»
10.V.: «5 ésia qui che qui in forma canonica [indica correttamente i blocchi sui due tavoli]».
11.L.: «Maestra, io avevo ragionato cosi: 5 e sia a destra che a sinistra e anche 9 ¢ sia
a destra che a sinistra, perché io I'ho fatto solo con la testa. Ho guardato e, a
colpo d’occhio, ho visto che 8 pit 1 & la forma non canonica di 9».

® NV AW

L'episodio mette in luce quanto attivita di CsC possano indirizzare I'attenzione di alunni cosi giovani
verso calcoli focali. L. (intervento 11), infatti, si concentra («<Ho guardato a colpo d'occhio») solo su una
parte delle rappresentazioni (9 a sinistra e 8 + 1 a destra). Coerentemente con tali premesse applica in
modo intuitivo il principio di cancellazione (intervento 11: «5 e sia a destra che a sinistra») e in questo
modo verifica I'equivalenza.

Gli alunni affinano il colpo d'occhio se I'insegnante sa sostenere lo sviluppo della loro attenzione
selettiva favorendo la capacita di cogliere, quasi allo stesso tempo, sia gli aspetti salienti sia la totalita
della scena. Viene da chiedersi: per esempio, in un‘equivalenza da verificare come

30 x9+420 210 x 42 + 270

cosa puo aiutare a vedere che 30 x 9 a sinistra € una rappresentazione non canonica moltiplicativa
del 270 a destra? E che 420 a sinistra e la forma canonica di 10 x 42? Che quindi sono rappresenta-
zioni solo formalmente differenti degli stessi numeri?

In base alle verifiche condotte sia nelle cinque classi di scuola primaria sia in quelle di scuola secon-
daria di primo grado si & riscontrato che, per favorire il colpo d'occhio, sia importante l'intreccio fra i
seguenti aspetti.
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5.1.1 Praticare costantemente un calcolo mentale “di qualita”

L'insegnante dovrebbe mettere gli alunni nella condizione di ricorrere al calcolo mentale spontanea-
mente applicando, a seconda della convenienza, opportune strategie come, ad esempio, la scomposi-
zione di un numero dato in forma canonica in opportune forme non canoniche; per esempio, per calco-
lare 34 + 75, “vedere” 34 come 30 + 4 e 75 come 70 + 5, associare 30 con 70 e 4 con 5 e trovare 109.

5.1.2 Allenare la capacita di riconoscere confronti promettenti
Si consideri il seqguente episodio avvenuto in una classe di prima secondaria di primo grado.

EP2 (S1)
L'alunno A. argomenta la verita di questa equivalenza:

120 x (80 + 10) £ 240 x 45.
A.: «Sostituisco a destra 240 con la rappresentazione non canonica 120 x 2:
120 x (80 + 10) £ 120 x 2 x 45.
Non considero 120 che sta nei prodotti a sinistra e a destra dell'uguale:
80 + 10 £ 2 x 45.
80 + 10 e 2 x 45 sono due rappresentazioni non canoniche di 90. L'equivalenza & vera:
120 x (80 + 10) = 240 x 45».

Un confronto “promettente” ha in realta un valore relativo: nell’equivalenza dell’episodio I'alunno
comprende che il confronto tra 120 e 240 & piu promettente di quello tra 120 e 45. Questo significa,
per esempio, in generale, insegnare a vedere le relazioni “doppio di”, (riconoscere a colpo d’occhio
che 240 ¢ il doppio di 120) o “meta di” (riconoscere che 120 & la meta di 240).

Un altro aspetto che emerge ¢ il fatto che attivita come quelle di CsC supportano I'apprendimento di
importanti concetti matematici; per esempio, quando A. dice «Non considero il fattore 120 che sta
nei prodotti a sinistra e a destra dell'uguale» di fatto applica il primo principio di equivalenza.

5.1.3 Promuovere un uso consapevole delle proprieta

Questa competenza é strettamente intrecciata alla precedente, ma per costruirla & necessario far su-
perare una conoscenza superficiale delle proprieta, viste spesso come elementi “di contorno” rispetto
alle operazioni, e costruire la capacita di riconoscere I'utilita della loro applicazione in determinate
situazioni. Sono significativi in questo senso i seguenti due episodi, avvenuti rispettivamente in una
classe di terza e di quarta primaria.

EP3 (P3)

1. Ins. [propone I'equivalenza: 47 + 38 £ 40 + 30 + 7 + 8]: «Argomentate la verita di
questa equivalenza».

2. G. «l'uguaglianza & vera, perché la bilancia e in equilibrio [inizia a disegnare alla
LIM una bilancia]».

3. Ins.: «Spiega a tutti noi perché pensi che sia cosi».

4. G.. «Perché qui c'e 47 e anche di la, perché sposto il 7 vicino a 40 e la loro somma
& 47 [disegna degli archetti sul piatto a destra della bilancia della Figura 3]».

5. Ins.: «Quale proprieta hai applicato?»

6. G.. «Ho usato la proprieta commutativa».
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Figura 3. Disegni alla LIM di G. per “dimostrare” la verita dell’equivalenza.

Nel prossimo episodio, in una classe di quarta primaria viene proposta la sequente immagine (Figura
4) che rappresenta una sfida di Brioshi:"

5><10=_=3><10+2x10

Figura 4. La sfida di Brioshi.

Gli alunni devono capire quale rappresentazione, che faccia da “ponte” tra’5 x 10 e 3 x 10 + 2 x 10,
si celi sotto il rettangolo verde.

EP4 (P4)
P. scrive: «Per passare da 5 x 10 a 3 x 10 + 2 x 10 faccio cosi. In 5 x 10 rappresento 5
in forma non canonica:

(3+2)x10.

Poi applico la proprieta distributiva [I'alunno sa che con quest’ultimo passaggio
ha “dimostrato” I'equivalenza e, invece di “£", scrive “=":

B3+2)x10=3x10+2x10]

Sotto il rettangolo verde Brioshi ha scritto (3 + 2) x 10».

10. Brioshi & un personaggio virtuale del progetto ArAl, un alunno giapponese che non conosce la lingua italiana (come del re-
sto & improbabile trovare un alunno italiano che capisca gli ideogrammi giapponesi) ma sa esprimersi in un corretto linguaggio
matematico, che diventa quindi /inguaggio della comunicazione. All'interno di una strategia di lavoro abituale e condivisa, ha
la funzione di mediatore didattico di fronte a questioni legate all’'uso dell’incognita, alla rappresentazione e all'interpretazione
di scritture in linguaggio matematico, alla traduzione dal linguaggio naturale a quello matematico e viceversa e ai relativi aspet-
ti semantici e sintattici. La sua "presenza” permette agli alunni, chiamati a confrontarsi con lui, di comprendere la necessita del
rispetto delle regole nell’'uso di un linguaggio formalizzato.
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5.1.4 Favorire l'individuazione e la costruzione di rappresentazioni equivalenti
Queste competenze possono essere mobilitate attraverso attivita preparatorie opportunamente costru-
ite. Si consideri ad esempio un'attivita proposta in pit occasioni, e le relative risposte attese:

Modificate 9 x 2 x 2 x 3 in modo da ottenere scritture equivalenti che contengano
i numeri:

A 4 B. 18 C. 27 D. 6.
Argomentate la strategia.

Nell'affrontare queste attivita, gli alunni devono mostrare di saper “vedere” in 9 x 2 x 2 x 3:

A. "4" nella forma non canonica “2 x 2", scrivendo: 9 x 4 x 3;
B. “18"” nella forma non canonica “9 x 2", scrivendo: 18 x 2 x 3;
C. "27" nella forma non canonica “9 x 3", scrivendo: 27 x 2 x 2;
D. “6" nella forma non canonica “2 x 3", scrivendo: 9 x 2 x 6.

Questa attivita da nelle classi gli stessi esiti, nel senso che quasi tutti gli alunni (con soddisfazione
degli insegnanti) sono in grado di riscrivere, per esempio, 9 x 2 x 2 x 3 come 18 x 2 x 3. Ma é stato
evidente come I'omogeneita sia solo apparente, e come solo la richiesta esplicita da parte dell'inse-
gnante di argomentare le proprie scelte faccia emergere la profonda differenza tra due punti di vista:
alunni che danno giustificazioni del tipo «Ho scritto 18 perché ¢ il risultato di 9 per 2» o «Ho scritto
18 perché 9 per 2 fa 18» mostrano di interpretare la scrittura iniziale come una sequenza di moltipli-
cazioni e affrontano la prova svolgendo operazioni; coloro che spiegano di aver visto che «9 per 2 &
la forma non canonica di 18» interpretano la scrittura iniziale come un prodotto (invece che come una
moltiplicazione), e ragionano confrontando rappresentazioni.

Si configura qui una risposta alla seconda parte della domanda di ricerca: quali competenze deve pos-
sedere l'insegnante per promuovere e guidare lo sviluppo del pensiero relazionale? Un insegnante,
per svolgere un ruolo efficace (anche) in CsC, dev'essere in grado di notare, cioé deve aver maturato
quella che Mason (2002) chiama “I'arte di accorgersi”: essere sensibile alle situazioni e rispondere
in modo appropriato. In questo caso comprendere, promuovendo I'argomentazione come pratica
quotidiana abituale, se sta guidando i suoi alunni in modo autentico verso il pensiero relazionale o se
invece il cambiamento ¢ solo di facciata, e nel profondo i suoi alunni rimangono procedurali.

5.2 Appoggiarsi a strategie che si rivelano efficaci per individuare numeri e relazioni
Si riportano nello specifico due strategie: la “strategia cromatica” e la verbalizzazione in forma re-
lazionale dell'equivalenza da verificare prima di avviare la riflessione sul confronto fra i due membri.

5.2.1La strategia cromatica

La strategia cromatica'’ consiste nell’'evidenziare con lo stesso colore le parti che si corrispondono in
un‘equivalenza per favorire il confronto tra le rappresentazioni ai due lati dell'uguale alle quali venga
attribuito lo stesso significato, portando cosi I'attenzione sia sui numeri sia sulle relazioni che li colle-
gano. Si consideri il sequente episodio in cui una classe di terza primaria sta analizzando I'equivalenza

47 +38240+30+7 + 8.

11. La strategia cromatica ¢ usata abitualmente nelle attivita del progetto ArAl, in particolar modo per favorire I'evidenziazione del-
le parti che si corrispondono in una frase in linguaggio naturale e nella relativa traduzione in linguaggio matematico. Per esempio:
La somma fra jun numero e il suo successivo é uguale alla somma fra il doppio del numero stesso e |1
l
n+(n+1)=2xn+/1.

Per gli approfondimenti rimandiamo il lettore a Navarra (2022).
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EP5 (P3)
1. M. [alza la mano]: «Allora io ho fatto cosi [viene alla LIM, Figura 5]».

Figura 5. Disegni alla LIM di M. per “dimostrare” la verita dell’equivalenza

2. M.: «[parla mentre costruisce la Figura 5] lo vedo a sinistra la somma tra 47 e 38 e
di la vedo la somma tra 40 e 7, e 30 e 8. lo ho fatto cosi... allora: io comincio
da 47 e faccio due frecce, lo smonto in 40 e 7 [disegna due linee che da 47
portano a 40 e 7, ma non mette nessun segno tra i due numeri]».
3. Ins.: «Ma tra 40 e 7 che relazione c'é?»
4. M.. «Ah, metto il segno... [aggiunge il “+" tra i due numeri] & la forma non canonica
di 47. Poi prendo il 38 [traccia da 38 altre due linee verso il basso] e anche qui
scrivo la somma tra 30 e 8 che ¢ la forma non canonica di 38, sicché & 38».
. Ins.: «Ora come fai a dimostrare che & un‘uguaglianza?»
6. M. «Vedrai, sono uguali! [colora nello stesso modo le parti uguali: in giallo i 40,
in celeste i 7, in viola i 30 e in rosa gli 8]. Ecco, ora ho fatto la verifica, ho
controllato che & veral»

9]

La strategia cromatica, promossa con costanza dall'insegnante, se fatta propria dall'allievo, come
accade in questo episodio, € un importante traghetto semantico sia per I'alunno che la applica sia per
i compagni che assistono; in quanto tale possiede una forte valenza sociale in quanto fornisce a tutti
un rinforzo visivo per individuare le rappresentazioni che I'alunno pone in relazione e che supportano
il suo ragionamento nello stabilire la verita dell’'equivalenza.

5.2.2 Laverbalizzazione in forma relazionale dell’equivalenza

Con verbalizzazione relazionale si intende una verbalizzazione costruita attraverso la nominalizza-
zione, cioé la sostituzione nella costruzione di una frase dell’'uso dei verbi attraverso i quali I'alunno
spiega cio che fa (addiziono, sottraggo, moltiplico ecc.), con quello dei sostantivi, attraverso i quali
I'alunno spiega cio che la scrittura € (una somma, una differenza, il doppio di ecc.). In questo modo
si condensano significati che, altrimenti, si dovrebbero esprimere attraverso giri di parole che, a vol-
te, non solo non migliorano la loro comprensione ma giungono persino a comprometterla. Questo
passaggio, preliminare all’elaborazione di congetture sulla verita di un’equivalenza, comporta che gli
alunni, per poter assegnare loro un nome, sappiano riconoscere cosa sono gli oggetti matematici
rappresentati nell’equivalenza. Fare proprio il passaggio dai processi agli oggetti e impadronirsi dei
termini specifici per designarli costituiscono un‘impresa complessa ma necessaria a una maturazione
consapevole del pensiero matematico. A tale scopo & importante che, prima che si avvii la verbalizza-
zione, l'insegnante negozi con gli alunni / termini da usare per costruire una buona argomentazione.
Si consideri il seguente episodio in cui, data I'eta degli alunni (prima primaria), non si inizia da un’e-
quivalenza ma: (i) I'insegnante propone una situazione concreta in cui si confrontano due gruppi di
oggetti; (ii) gli alunni la descrivono; (iii) la rappresentano in linguaggio matematico; (iv) argomentano
se i due gruppi sono numericamente uguali. In particolare, I'insegnante dispone due gruppi di mat-
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toncini da costruzione su due banchi (Figura 6) e chiede di descrivere la situazione. Si concordano le

"ou "ou

parole “banco”, “destra”, “sinistra” e “mattoncini”.

Figura 6. | due tavoli e i gruppi di mattoncini.

EP6 (P1)

1. A.. «Sul banco di sinistra vedo sette mattoncini rossi a sinistra e tre mattoncini gialli
a destra e sul banco di destra vedo sette mattoncini rossi a sinistra e due
mattoncini blu e un arancione a destra».

2. [Ricorrendo al mediatore linguistico familiare agli alunni («Facciamo finta che qui
con noi ci sia Brioshi») si elabora collettivamente la traduzione in linguaggio
matematico della frase di A.]

7+3=7+2+1.

3. Ins.: «Secondo voi, questa uguaglianza é vera? Mi spiego meglio: dobbiamo scoprire
insieme se il numero dei mattoncini sul banco a sinistra e lo stesso di quelli sul
banco a destra, ma senza fare i calcoli».

4. A.: «lonon ho fatto calcoli! Ho visto che il 7 c’e da tutte e due le parti. Poi il 3 a
sinistra & in forma canonica, il 3 a destra & in forma non canonica ed é scritto 2 pit 1».

5. Ins.. «Wow! Bravissima! Prova a leggere quest’ultima scrittura come una bambina
grande».

6. A: «lLasommatra2e 1 e laformanon canonica di 3».

Si noti come nell'ultimo intervento (intervento 6) A. conclude lo scambio con I'insegnante costruendo
una verbalizzazione in forma relazionale. A. non definisce 2 + 1 come operazione, ma come oggetto
e gli attribuisce il nome somma, completando il suo intervento con la precisazione che si tratta di una
forma non canonica.

5.3 Favorire I'interpretazione complessiva di un’equivalenza distinguendo tra calcoli locali e
calcoli globali

Le attivita di CsC sono centrate sulla capacita di valutare se un'equivalenza sia verificata o meno senza
svolgere calcoli globali, bensi analizzando le relazioni presenti nei membri dell’'equivalenza appog-
giandosi a calcoli locali, cioé a semplici calcoli mentali ridotti al minimo. L'alunno che senta la necessi-
ta di appoggiarsi ai calcoli globali esprime un retro-pensiero procedurale, poiché si pone I'obiettivo di
verificare I'equivalenza fra i due membri puntando all'uguaglianza dei rispettivi risultati. Al contrario,
I'alunno che si limita a svolgere calcoli locali mostra di maturare un atteggiamento relazionale, poiché
si concentra sulla struttura dei due membri dell’equivalenza, confronta rappresentazioni canoniche
e rappresentazioni non canoniche, individua analogie e differenze, applica proprieta. Di seguito si
riporta un episodio significativo documentato in una classe di terza primaria.
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EP7 (P3)
1. Ins.: «Quale numero mettereste al posto di “a” per fare in modo che l'uguaglianza
Sia vera?»

15+3=5x3+a.

2. S «[si propone, dicendo che ha gia capito] Qui [indica a sinistra dell'uguale] c’e la
somma tra 15 e 3... e quila somma tra... la somma tra a e questo... [indica 5 x 3]...
secondo me a deve essere uguale a 10».

3. V.. «Secondo me a é uguale a 3».

4. S.: «aeuguale a 15».

5. D.: «Ma che dici, cosi sarebbe 30 a destral»

6. [Tutti dicono che e giusta solo quella di V.].

7. Ins.: «V., adesso vediamo come puoi spiegarci che a vale 3... usa i colori o segna
come VUoI...».

8. V.. «Allora... [prende un colore ma e indecisa su cosa colorare]. Questo e uguale a
questo [colora il 15 e 3 x 5]... sono il numero 15... questa [indica 3 x 5] ¢ la
forma non canonica. Si, [con convinzione] e il 3, perché se questi due sono
uguali [si riferisce a 15 e 3 x 5] allora 3 & a sinistra e a € 3 a destra».

L'insegnante, che cura molto la significativita delle argomentazioni, prosegue con |'obiettivo di con-
durre la classe a riflettere sul valore errato proposto da S. (intervento 2); approfitta di questa occasio-

"u_, u_n

ne per promuovere il confronto fra il significato dei simboli “z" e "<".

9. Ins..  «Bene! Adesso riprendiamo la risposta di S.: aveva detto che a e uguale a
10...»

10.S. «Si... ma mi sa che ho sbagliato».

11.Ins.:  «S., che succede se ci metti 10 al posto di a? Come mi potresti far capire che
relazione c'é tra questi due? [indica 15 + 3 e 5 x 3 + a] C'& un simbolo

adatto...»
12.S. «Quello che “non & uguale”».
13.V.: «lo metterei il simbolo minore».
14.Ins.:  «V. dimmi tutta la frase».
15.V.: «La somma tra 15 e 3 € minore del prodotto tra 5 e 3... anzi, della somma tra

il prodotto di 3 e 5 e 10 [alla LIM vengono riprodotte entrambe le scritture
15+3#3x5+10e15+3 <3 x5+ 10]».

16.Ins.:  «Masecondo voi quale segno mi da piu informazioni, quale messaggio sarebbe
piu utile a Brioshi?»

17.L., G.: «ll secondo [intendono 15 + 3 < 3 x 5 + 10]».

18.L.: «Mi dice che quello a sinistra & piu piccolo dell'altro a destra».
19.G.: «ll “non & uguale” non mi fa capire come sono, & meno trasparente!»
20.L.: «E opaco! A Brioshi non serve tanto... non gli fa capire molto, invece il segno

minore gli fa capire chi & pit grande e chi e piu piccolo, Brioshi li pud mettere
in ordine di grandezza».

L'insegnante trova un altro spunto per arricchire ulteriormente la riflessione collettiva. Pud permettersi
di farlo avendo lavorato sin dalla prima primaria in modo continuativo (e competente) sui nodi fonda-
tivi (par. 3.1) e i temi chiave (par. 3.2), come si puo evincere dalla sicurezza con cui anche gli allievi usano
i termini “forma canonica” e “forma non canonica”, scrittura “trasparente” o “opaca”.
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21.Ins.: «Bene, e ditemi... che valore dovrebbe avere a per far si che la relazione sia con
il simbolo maggiore 15+ 3 >5 x 3 + a?»

22.D.: «a deve essere 2... anzi tutti i numeri minori di 3: 2, 1, e O».

23.Ins.: «Posso mettere il 37»

24.D.:  «No, dovevo mettereil segno uguale, come ha detto prima V., non posso mettere il
segno maggiore».

Nel prossimo episodio, gli alunni di una classe di quinta primaria devono argomentare la correttezza
di questa equivalenza riducendo al minimo i calcoli:

26 x 7L 13 x (10 + 5).

EP8 (P5)
A. scrive: «26 a sinistra & il doppio di 13 a destra e lo scrivo in forma non canonica:

2x13x7£13 x (10 +5).
13 e da tutte e due le parti e non mi interessa, rimane:
2x7X10+5.

Il prodotto 2 x 7 & una forma non canonica di 14 e la somma 10 + 5 & una
forma non canonica di 15, 14 < 15. Conclusione:

26 x 7 <13 x (10 + 5).
L'equivalenza e falsa».

Guidare a ideare strategie di confronto piuttosto che a “buttarsi nei calcoli” si dimostra funzionale
non solo allo sviluppo di un‘ottica relazionale ma anche, allo stesso tempo, alla promozione di una co-
struzione sociale della conoscenza. | risultati raggiunti durante le sperimentazioni nelle classi eviden-
ziano, infatti, quanto sia importante che gli alunni vengano abituati a condividere le proprie strategie
di confronto con i compagni e a dibatterne nel corso di una discussione.

La conoscenza da parte degli alunni delle equazioni (tramite |'uso della bilancia a piatti) costituisce un
prerequisito efficace (per molti aspetti necessario) anche per I'esplorazione delle equivalenze. L'alun-
no A. nell’EP8 esprime in modo ingenuo («Non mi interessa») la conoscenza del secondo principio
di equivalenza; sa che se in un'equivalenza fra prodotti compaiono due fattori uguali (indipenden-
temente dal fatto che siano rappresentati in forma canonica o non canonica) li si puo trascurare, col
vantaggio che I'equivalenza diventa piu semplice da esplorare.

Nel seguente episodio in una classe di prima secondaria di primo grado viene chiesto di dimostrare
questa equivalenza: 37 + 56 = 39 + 54. Tre alunni elaborano queste conclusioni:

EP9 (S1)
1. M.: «E vera perché 39 & la forma canonica di 37 + 2 e 54 & la forma canonica di 56 — 2
[scrive alla LIM]:

374+56=374+2+56-2->37+56=37+56+2-2».

2. E: «l'uguaglianza e giusta perché nel 39 + 54 ci sono due numeri in piu e due
numeri in meno, cioe 37 + 2 =39 e 56 -2 = 54».
3. A.: «E vera perché 39 & maggiore di 37 di due unita e 56 & maggiore di 54 di due unita».
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Nel prossimo estratto invece in una classe di quinta primaria I'insegnante scrive alla lavagna:
49 + 32 =45 + 36.

EP10 (P5)

1. Md.: «<Dobbiamo confrontare. Allora Brioshi stavolta ce I'hna mandata vera. Perché la
differenza tra 49 e 45 é di 4 e anche tra 32 e 36 e di 4».

2. Mr.. «ll 4 dove lo trovi? Md. hai calcolato, perché se tu hai saputo che la differenza
tra 49 e 45 e di 4 e anche tra 36 e 32 hai dovuto calcolare».

3. Ins.: «Che ne pensate? Md. ha fatto un calcolo?»

4. Md.: «Avevo pensato come a voce alta. Non stavo proprio calcolando... confrontavo
per capire la forma non canonica che serve».

Mr. (intervento 2) non accetta la risposta/spiegazione di Md. (intervento 1) in quanto, secondo lei,
Md., per trovare il numero 4, ha calcolato e non confrontato. Effettivamente la risposta di Md. & frutto
di un calcolo, ma si tratta di un semplice calcolo locale, necessario per poter svolgere il confronto. Mr.
avrebbe avuto ragione se Md. avesse detto «49 piu 32 & uguale a 81, 45 piu 36 e uguale a 81 quin-
di i due membri sono uguali». Nella sua risposta (intervento 4) Md. chiarisce proprio questo punto
di vista: «Avevo pensato come a voce alta. Non stavo proprio calcolando... confrontavo per capire
la forma non canonica che serve». Dunque in questo caso la riflessione, stimolata dall’insegnante,
serve proprio a mettere in luce I'importanza di un calcolo mentale locale che serve per realizzare il
confronto. D'altronde la strategia di calcolo verbalizzata da Md. (intervento 1) & del tutto relazionale
(«la differenza tra 49 e 45 & 4»).

5.4 Distinguere premesse e conclusione in un’argomentazione

Questo aspetto & molto importante quando gli alunni giustificano la verita o la non-verita di un’e-
quivalenza perché si & notato con crescente evidenza che essi, man mano che diventano competenti
nell'individuare forme equivalenti ai due lati dell'uguale, tendono a ritenere, cosi facendo, di aver
esaurito il loro compito, e non comprendono che quelle sono solo le premesse che consentono di
esprimere la verita dell’equivalenza. Il riferimento all'investigatore — che cerca gli indizi in quanto in-
formazioni necessarie alla scoperta dell’autore del crimine, atto conclusivo della sua indagine — & utile
per favorire la comprensione della differenza fra i due momenti. Gli alunni vanno guidati a capire che
I'individuazione delle forme locali equivalenti non é fine a sé stessa ma che esse vanno inserite in un
ragionamento globale che permetta di affermare la verita o meno dell’equivalenza.

Nel seguente episodio, con un‘allieva di terza primaria, cid non accade e si rimane fermi alle premesse,
seppur corrette, da lei formulate. L'insegnante propone 25 : 5 £ 250 : 50.

EP11 (P3)

1. E: «Tra25:5e250:50 e solo per 10 quindi non cambia il numero, & solo che c’e la
proprieta... [rimane un attimo incerta] c’e applicata la proprieta invariantiva».

2. Ins.: «E., puoi spiegarci cosa intendi?»

3. E:  «C’elaproprieta invariantiva perché qui[indica la parte a destra dell’'uguale] 250
diviso 10 € 25 e 50 diviso 10 & 5».

Le argomentazioni di E., pur se deboli nella forma (intervento 1: «é solo per 10 quindi non cambia il
numero»), esprimono delle intuizioni corrette. L'alunna, e la stessa insegnante, si sono pero arrestate
alle premesse ed E. non é stata guidata verso una conclusione; ad esempio: «Ho applicato a destra
la proprieta invariantiva e ho diviso sia 250 che 50 per 10; ho scritto: 250 : 10 =25e 50 : 10 = 5.
In questo modo a destra al posto di 250 : 50 ho scritto 25 : 5. Ho concluso che 25 : 5 = 250 : 50».
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Un‘argomentazione come questa avrebbe permesso di rendere visibile I'applicazione della proprieta
invariantiva, che porta a due rappresentazioni formalmente uguali ai lati dell'uguale e quindi alla veri-
fica dell’'equivalenza. Cosa che, invece, avviene nel prossimo episodio, svoltosi in una classe di prima
secondaria di primo grado, tratto da un file di lavoro.
L'insegnante propone il seguente problema:

Brioshi ci ha mandato questa frase:

1 +4)+3B8+1NHXBE8+11)+ (21 + 2).

Argomentate la risposta e scrivetela in linguaggio matematico per Brioshi.

EP12 (S1)

1. M. [scrive]: «Non é vera perché 21 + 4 nella parte a destra non c'e, c'é 21 + 2. 38 + 11

2. Ins.:
3. M.

4, Ins.:

12.Ins.:

13.7T.:

14.Ins.:

15.M.:

c'é da tutte e due le parti».

«Ma da cosa capisci che non e vera?»

«Sivede dal 21 + 4 e dal 21 + 2 perché 21 + 4 non € uguale a 21 + 2 e
38 + 11 & uguale a 38 + 11».

«Si, ok... ma, come abbiamo detto, concentratevi sulle parti che rimangono
uguali ed evidenziatele con un colore [Su indicazione di molti si scrive alla
LIM]:

1 +4)+B8+ 1N X B8+ 11) + (21 + 2)».

«Avevamo detto che si possono togliere!»

«Sono forme non canoniche di 48... no, di 49 [alla LIM rimane 21 + 4
21 + 2]».

«E adesso cosa potete dire?»

«Che 21 + 4 & la forma non canonica di 25, e 21 + 2 & la forma non
canonica di 23, e 25 e piu grande di 23».

«lo ho pensato in un modo diverso. 21 + 4 e 21 + 2 sono tutte e due
somme, ma la prima & piu grande perché a sinistra & aggiunto 4 e a
destra 2».

«Bene, e come potremmo tradurre per Brioshi quello che hanno detto K.
e M.?»

«Si puo dire che 21 + 4 non e uguale a 21 + 2, ma € meglio che 21 + 4 ¢
maggiore di 21 + 2 cosi si capisce che & pit grande [alla LIM scrive 21 + 4
221 +2;21+4>21+ 2.

«T. ha detto cose corrette, ma ha finito il suo lavoro di investigatore?»
«No... questi sono gli indizi, si, volevo dire... le premesse».

«E quindi?»

«La conclusione! [Alla LIM scrive 21 +4) + (38 + 11) > 38 + 11) + (21 + 2)]».

Gli alunni sintetizzano alla LIM il ragionamento:

PREMESSE: 38 + 11 =38+ 11; 21 + 4 > 21 + 2.
CONCLUSIONE: 21 +4) + (38 + 11)> B8+ 11) + (21 + 2).
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L'insegnante guida la classe verso la comprensione della distinzione fra premesse e conclusione ap-
poggiandosi alla strategia cromatica (par. 5.2.1) e alla metafora dell'investigatore. Guida, attraverso
un susseguirsi di argomentazioni verbali (nelle quali gli allievi evidenziano un buon controllo anche
sui termini) e di traduzioni in linguaggio matematico, verso la sintesi finale. L'intervento 11 di T. sulla

distinzione fra i segni “2" e “>" mette in luce I'importanza di una didattica rivolta, innanzitutto, alla
riflessione sui concetti in gioco.

5.5 Appoggiare il pensiero a un supporto scritto

Man mano che gli alunni diventano competenti nel colpo d’occhio, nel riconoscimento delle rap-
presentazioni parziali equivalenti, nell'applicazione di principi e proprieta, maturano anche le loro
capacita di argomentare. Questa capacita si esprime a livelli diversi, utilizzando il linguaggio naturale
e/o il linguaggio matematico. Di seguito si riportano due episodi, in cui ad allievi di seconda secon-
daria di primo grado é stato chiesto di verificare I'equivalenza 40 x 8 + 560 £ 10 x a + 320. Il primo
episodio riporta un esempio di argomentazione prevalentemente verbale, il secondo un esempio di
argomentazione prevalentemente matematica. In entrambi i casi la possibilita di poter scrivere I'argo-
mentazione aiuta l'allievo a organizzare e strutturare il pensiero relazionale.

EP13 (S2)

G. scrive:  «llvalore di a e uguale a 56 perché 320 ¢ la forma canonica di 40 moltiplicato
a 8. Quindiavendo la forma canonicain unlato e quella non canonica nell‘altro
lato e applicando il principio di cancellazione si scopre che 560 ¢ la forma
canonica di 10 moltiplicato ad a. Quindi a & uguale al quoziente tra 560
e 10, ovvero 56».

Le parti in linguaggio matematico inserite all'interno del testo “sostengono” il ragionamento. La
classe di G. ha ricevuto un’educazione matematica nella prospettiva dell'early algebra sin dalla scuola
primaria. In tale contesto ha seguito dalla quarta un percorso che, iniziato con I'uso della bilancia a
piatti, ha condotto gli alunni all'incontro con le equazioni. Gli alunni che conoscono quindi il primo e
il secondo principio di equivalenza e, di conseguenza, la regola del trasporto e il principio di cancella-
zione al quale fa riferimento G. nella sua argomentazione.

EP14 (S2)

Ga. scrive:

«40 x 8 + 560 = 10 x a + 320 scrivo 40 in forma non canonica:
10x4x8+560=10x%xa+ 320 il prodotto tra 10, 4 e 8 a sinistra & uguale a 320 a destra:

10 x4 x 8+ 560=10xa+/320 applico il principio di cancellazione:
Ho=x4x8+560=10x%xa+3286 resta:

560 =10 x a scrivo 560 in forma non canonica:
56x10=10xa applico il secondo principio e divido i due membri per 10:
56 = a».

| trattamenti sintattici sono i protagonisti di questa argomentazione, e i brevi testi che accompagnano lo
sviluppo del ragionamento illustrano i passaggi con il corredo della strategia cromatica (par. 5.2.1). Laver
esplorato le equazioni tramite la bilancia a due piatti permette all'alunno di gestire con sicurezza il se-
condo e il quinto passaggio esplicitando I'applicazione del primo e del secondo principio di equivalenza.

5.6 Evitare/ridurre la “gabbia relazionale”

Nel progetto ArAl si chiama gabbia procedurale |'insieme di conoscenze, convinzioni e comportamen-
ti — generati da una didattica concentrata soprattutto sul fare, sul calcolare, sul trovare risultati — che
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modellano le menti degli alunni dal momento in cui scoprono, da piccolissimi, il piacere per I'appro-
vazione da parte degli adulti quando dicono frasi come: «Due piu tre fa cinque».

In contrapposizione con questa impostazione, i cambiamenti introdotti da una didattica relazionale
possono rivelarsi complessi da gestire da parte degli insegnanti (spesso prigionieri a loro volta di una
gabbia procedurale) che li affrontano secondo schemi altrettanto rigidi.

Il rischio e che I'approccio relazionale, se non viene adeguatamente supportato sul piano della teoria
e del metodo, possa diventare una gabbia tanto quanto quella rilevabile in un approccio procedurale,
una gabbia in cui gli alunni non si sentono liberi di esplorare, di esprimersi, di sbagliare, di condividere
la propria opinione ma sono vincolati da una richiesta continua di rigore che puo soffocare la loro
spontaneita.

A questo proposito, si riporta di seguito un episodio significativo documentato con allievi di seconda
secondaria di primo grado alle prese con la verifica dell'equivalenza:

40 x 8 + 560 £ 10 x a + 320.

La strategia attesa era quella riportata nell’episodio EP14, ma contrariamente alle aspettative, in una
classe, in sei protocolli su otto, gli alunni hanno invece attivato lunghe sequenze di sostituzioni in sé
corrette ma non necessarie.

EP15 (S2)

L. scrive: «40 x 8 + 560 = 10 x a + 320
10 x4 x 8+560=10xa+320
1M0x4x8+56x10=10x%xa+32x 10
10x4x8+56x10=10%xa+4%x8x 10
Hox4x8+56x10=10xa+4x8x 10
a = 56».

Viene da chiedersi perché questi alunni abbiano sentito il bisogno di organizzare cosi tante sostitu-
zioni. In colloqui successivi all‘attivita, L. e i suoi compagni hanno affermato di aver scritto tutti quei
passaggi — anche avendo capito sin dall'inizio che 40 x 8 & una forma non canonica di 320 — perché
pensavano di doverlo fare. Questo porta a pensare che le loro scelte formali siano state condizionate
da una gabbia relazionale che li ha condotti a ritenere che certi trattamenti siano obbligatori anche
dove non sono necessari in quanto, nelle attivita di CsC, essi venivano richiesti in modo pressante
dall'insegnante.

Per portare gli alunni a operare all'interno di un metodo, ma con consapevole spontaneita, & neces-
sario negoziare con loro, appena se ne ravveda l'opportunita, il significato della consegna “senza cal-
colare”. A tale scopo, a nostro avviso, e di grande importanza la condivisione dei principi teorici con
gli alunni: per arrivare a negoziare il significato della consegna “senza calcolare”, infatti, essi dovranno
aver fatto proprio il senso di CsC, imparando a gestire autonomamente e liberamente gli atteggia-
menti emersi esplorando la verita delle equivalenze: il colpo d’occhio, il confronto tra rappresentazioni
formalmente differenti di uno stesso numero, riconoscere proprieta, applicare principi, distinguere tra
premesse e conclusione, elaborare argomentazioni in linguaggio naturale esprimendosi in un modo

"nou

relazionale nominando gli oggetti matematici (utilizzando quindi termini come “somma”, “prodotto”,

"nou

“doppio”, “meta”).
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6 Considerazioni conclusive

Sulla base degli studi condotti all'interno del progetto CsC, si pud concludere che le sei strategie
presentate, oltre a fornire delle risposte alla prima domanda di ricerca relativamente alla verifica di
equivalenze matematiche, possiedono allo stesso tempo una valenza generale. Le competenze rela-
zionali manifestate dagli alunni nella maggior parte degli episodi analizzati nel par. 5 non valgono solo
in contesti di attivita CsC ma, se opportunamente coltivate e reinvestite, possono essere estese a pil
avanzate riflessioni in ambito aritmetico e algebrico. In particolare:

— affinare il colpo d‘occhio nella ricerca della verita di un’equivalenza comporta l'individuazione
di parti costanti e di parti variabili interne alle espressioni, e questa competenza sta alla base
dellindividuazione della legge generale di una successione algebrica o figurale e favorisce quindi
I'approccio alla modellizzazione;

— non appoggiarsi ai calcoli significa maturare la capacita di concentrarsi sulle relazioni fra gli enti di
una situazione problematica e promuove la riflessione sul significato delle scritture matematiche;

— riconoscere premesse e conclusioni in un ragionamento significa imparare a decostruire problemi
complessi in sotto-problemi pitu maneggiabili, e questa competenza & fondamentale in algebra
perché prepara anche a comprendere il significato delle dimostrazioni.

Le principali competenze relazionali che le sei strategie favoriscono sono strettamente collegate a
guelle connesse ai nodi fondativi (par. 3.1), e riguardano la capacita di intendere le scritture (tanto arit-
metiche quanto algebriche) come rappresentazioni di numeri da interpretare, confrontare, sostituire;
di vederle come oggetti dotati di un nome che si sa utilizzare per costruire argomentazioni chiare e
complete; di riconoscere I'equivalenza tra scritture a una delle quali sia stata applicata una proprieta
che la “allontana formalmente” dall‘altra, per esempio riconoscere I'equivalenza di formule che espri-
mono in modi diversi il perimetro di un rettangolo, come 2 x @+ b)e2 xa + 2 x b.

Queste strategie possono essere rilette, in prospettiva, in termini di interventi didattici efficaci per
lo sviluppo del pensiero relazionale. Ma tale efficacia & subordinata alla didattica attuata, da cui la
seconda domanda di ricerca: quali competenze deve possedere un insegnante per favorire tale svi-
luppo?

Oltre a possedere una solida competenza matematica concettuale, I'insegnante dovrebbe saper fa-
vorire i collegamenti e le traduzioni tra linguaggio naturale e linguaggio matematico nei loro aspetti
semantici e sintattici; promuovere I'argomentazione individuale e la riflessione collettiva attraverso
domande metacognitive («Cosa noti?», «Che relazione vedi fra questi numeri?», «Come spiegheresti
ad un compagno quello che hai capito?»); cogliere nelle verbalizzazioni degli alunni segnali anche
minimi della persistenza di un pensiero procedurale; valorizzare e confrontare strategie diverse; in-
dividuare misconcezioni, intuizioni, spunti promettenti verso la generalizzazione; progettare attivita
aperte e significative in cui si confrontano rappresentazioni equivalenti contenenti anche numeri
sconosciuti, come nel progetto CsC.

In questa prospettiva, I'insegnante dovrebbe superare il ruolo di trasmettitore di tecniche per diven-
tare mediatore di significati.

Per sviluppare autentiche competenze relazionali in questo senso negli insegnanti & necessario pro-
muovere una loro graduale rilettura critica di conoscenze, concezioni, atteggiamenti, stereotipi, che
spesso sono profondamente radicati. Questo processo viene avviato attraverso l'incontro con i princi-
pi dell'early algebra e con i nodi fondativi e i temi chiave del progetto ArAl.

Le sperimentazioni effettuate mostrano come questo sia appena il primo passo di un percorso forma-
tivo, che pero non solo ¢ insufficiente a generare i cambiamenti necessari, ma rischia anzi di produrre
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un passaggio superficiale, povero nei contenuti e limitato negli sviluppi, dalla gabbia procedurale alla
gabbia relazionale. Per sostenere una trasformazione reale, il progetto ArAl propone una didattica
fondata su ambienti di apprendimento che supportino i docenti nell‘attuare uno sviluppo efficace
del pensiero relazionale (Navarra et al., 2024, 2025)."> Anche le attivita del progetto CsC, nate dalla
collaborazione tra insegnanti e ricercatori (come mostrato nel ciclo in Figura 1), si collocano in questo
guadro e richiamano la prospettiva, indicata da Sfard nella plenaria dell'lCME 10 intitolata Cosa po-
trebbe essere piti pratico di una buona ricerca? (Sfard, 2004), centrata sulla necessita che ricercatori e
docenti integrino saperi ed esperienze per unire in modo fecondo prassi e ricerca.
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Sunto / L’articolo si colloca nella linea di ricer-
ca che indaga le potenzialita della tecnologia
multi-touch per sostenere lo sviluppo del senso
del numero in eta prescolare. In particolare, ven-
gono analizzate le interazioni di bambine e bam-
bini di quattro anni con I’app per iPad TouchCoun-
ts, progettata per favorire ’'uso intenzionale delle
dita nella costruzione e manipolazione di gran-
dezze numeriche. Lo studio si concentra su speci-
fiche componenti di senso del numero, con parti-
colare attenzione alla gestione dell’ordinalita e del
senso ricorsivo, oltre che alla gnosia digitale. At-
traverso un’analisi qualitativa degli schemi adot-
tati dai partecipanti nel rispondere a consegne
progettate ad hoc, e un confronto con un’analisi a
priori delle potenzialita delle attivita, il contributo
esplora in che modo determinate abilita di senso
del numero vengano mobilitate nelle interazioni
con I'app. [ risultati suggeriscono che, in presenza
di consegne intenzionalmente progettate e di una
mediazione adulta competente, I'ambiente mul-
ti-touch possa costituire un contesto favorevole
per sostenere lo sviluppo di specifici aspetti di
senso del numero in eta prescolare.

Parole chiave: senso del numero; ordinalita;
gnosia digitale; tecnologia multi-touch; scuola
dell’infanzia.

Abstract / This article contributes to the grow-
ing body of research investigating the potential
of multi-touch technology to support the devel-
opment of number sense in early childhood. The
study focuses on four-year-old children’s inter-
actions with the iPad app TouchCounts, de-
signed to promote the intentional use of fingers
in the creation and manipulation of numerical
quantities. Particular attention is paid to specific
components of number sense, especially the
management of ordinal and recursive structure,
as well as finger gnosis.

Through a qualitative analysis of the schemes
adopted by children when engaging with pur-
posefully designed tasks, and by comparing
these findings with an a priori analysis of the
tasks’ potential, the study explores how par-
ticular number sense abilities are mobilized
during interaction with the app. The findings
suggest that, when supported by carefully de-
signed tasks and competent adult mediation,
multi-touch environments may provide a mean-
ingful context for fostering specific aspects of
number sense in pre-primary education.

Keywords: number sense; ordinality; finger
gnosis; multi-touch technology; pre-primary
school.
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Sviluppare il senso del numero in eta prescolare attraverso la tecnologia multi-touch: il caso di TouchCounts / Alessandra Raffi e Anna
Baccaglini-Frank

1 Introduzione

Le ricerche in educazione matematica concordano nel riconoscere I'importanza di promuovere |o svi-
luppo di senso del numero fin dalla scuola dell’infanzia, in quanto fondamento per I'apprendimento
successivo dell’aritmetica e della matematica formale. Alla luce di tali evidenze, il presente studio si
propone di indagare come specifici ambienti di apprendimento digitali, con consegne appositamente
progettate, possano sostenere lo sviluppo di diverse componenti di senso del numero. In particolare,
I'indagine si concentra sulle potenzialita della tecnologia multi-touch e, nello specifico, sull'utilizzo
dell'app per iPad TouchCounts, progettata come ambiente aperto che incoraggia |'uso intenzionale
delle dita per creare, esplorare e trasformare grandezze numeriche.

Questo approccio si colloca in continuita con risultati provenienti dalle neuroscienze cognitive, che
evidenziano un legame significativo tra I'uso delle dita e la costruzione delle rappresentazioni nu-
meriche (Butterworth, 1999). Tuttavia, in coerenza con la letteratura in educazione matematica, tali
risultati vengono qui interpretati non come indicazione di abilita isolate da potenziare, ma come base
per sostenere lo sviluppo di una comprensione articolata del numero naturale, che includa non solo
la gestione della cardinalita, ma anche quella dell’'ordinalita e del senso ricorsivo. In questo quadro, le
possibilita offerte dalla tecnologia multi-touch — quali il riconoscimento di tocchi multipli simultanei,
la relazione diretta tra gesto e produzione numerica e la disponibilita di feedback immediati — risul-
tano particolarmente promettenti per progettare esperienze che rendano esplorabili e significative le
relazioni tra numeri (Baccaglini-Frank, 2026; Baccaglini-Frank & Maracci, 2015).

Il presente studio si inserisce all'interno di un progetto piu ampio, condotto nell'ambito del lavoro di
tesi della prima autrice’ (di seguito indicata come ricercatrice), finalizzato alla progettazione e speri-
mentazione di un percorso didattico volto a promuovere lo sviluppo di senso del numero in bambini
e bambine di 4 anni attraverso l'integrazione di artefatti fisici e digitali (Raffi, 2025). In questa sede,
I'attenzione si focalizza sulle potenzialita didattiche offerte dalla tecnologia multi-touch, quindi lo
studio si concentra sull’analisi dei dati relativi alle sessioni di lavoro svolte con TouchCounts e sull‘a-
nalisi dei risultati dei disegni pre- e post-intervento richiesti alle bambine e ai bambini partecipanti.
Non vengono considerati, invece, i dati raccolti durante gli incontri di gruppo svolti con artefatti fisici.
Lo studio presentato in questo articolo si situa nella linea di ricerca che indaga come la tecnologia
multi-touch possa essere efficacemente impiegata in ambito educativo per favorire lo sviluppo di sen-
so del numero nei bambini e nelle bambine in eta prescolare (si vedano, ad esempio, Ferrara & Ferrari,
2023; Kortenkamp et al., 2024; Ladel & Kortenkamp, 2014; Lembrér & Meaney, 2016), esplorando,
in particolare, le potenzialita dell'app per iPad TouchCounts (Jackiw & Sinclair, 2014, 2017; Sinclair &
Jackiw, 2011; Sinclair & Pimm, 2015). Si esploreranno, nello specifico, le strategie utilizzate dai bam-
bini e dalle bambine nel rispondere a un insieme di consegne proposte, e si inferira I'apprendimento
promosso nell'ambito di senso del numero utilizzando il costrutto di schema (Vergnaud, 2009).

Nel prossimo paragrafo (par. 2) viene proposta una sintesi della letteratura esistente sul senso del
numero e sull’'uso della tecnologia multi-touch per promuoverlo, con particolare attenzione alle carat-
teristiche e al funzionamento dell'app TouchCounts. Successivamente, viene descritta la lente teorica
adottata per I'analisi (par. 3). Si passa quindi all'esplicitazione degli obiettivi e delle domande di ricerca
(par. 4) e alla descrizione del metodo di ricerca (par. 5), presentando il gruppo di bambine e bambini
che hanno partecipato alla sperimentazione, le modalita di documentazione e I'analisi a priori di alcu-
ne delle consegne elaborate. In seguito, nel par. 6, si riportano i risultati derivanti dall’analisi dei dati
raccolti, con un focus specifico sul percorso di due bambine, per poi concludere con una discussione
di tali risultati (par. 7).

1. Lavoro di Tesi di Alessandra Raffi (2025) svolto nell’ambito della Laurea magistrale a ciclo unico in Scienze della formazione
primaria, presso il Dipartimento di Civilta e Forme del Sapere, Universita di Pisa. Relatori: Anna Baccaglini-Frank e Pietro Di
Martino.
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2 Sguardo alla letteratura: il senso del numero, la tecnologia multi-touch e I'app TouchCounts

2.111 senso del numero

Il presente studio si colloca nel quadro delle ricerche sul senso del numero, una nozione ampiamente
riconosciuta come cruciale per lo sviluppo delle competenze aritmetiche precoci e successivamente
per l'apprendimento della matematica formale, ma che rimane, al contempo, teoricamente com-
plessa e non univocamente definita. In linea con la letteratura, il senso del numero puo essere con-
siderato un oggetto di confine (Cobb et al., 2003; Star & Griesemer, 1989), nel senso che si colloca
simultaneamente nel dominio del senso comune e in quello, ancora in parte emergente, delle scienze
cognitive e dell’educazione matematica. In quanto oggetto di confine, il senso del numero possiede la
potenzialita di fungere da veicolo concettuale per la comunicazione e il dialogo tra comunita di ricerca
differenti, pur non essendo definito in modo univoco e condiviso.

Coerentemente con questa caratterizzazione, non esiste un’interpretazione monolitica della nozione
di senso del numero né tra le comunita delle scienze cognitive e dell’educazione matematica, né
all'interno della stessa comunita degli educatori matematici. Tale eterogeneita concettuale é efficace-
mente sintetizzata da Berch (2005), secondo cui il number sense pud essere inteso, a seconda delle
prospettive, come consapevolezza, intuizione, riconoscimento, conoscenza, abilita, competenza, di-
sposizione, aspettativa, processo, struttura concettuale o linea mentale dei numeri. Nonostante tale
eterogeneita concettuale, esiste un consenso trasversale sul fatto che lo sviluppo di senso del numero
costituisca una condizione necessaria per I'acquisizione di competenze aritmetiche elementari e per la
successiva riuscita in matematica (Griffin et al., 1994; Lyons et al., 2014; Mulligan et al., 2018). Recenti
sintesi della letteratura ribadiscono come interventi educativi mirati al potenziamento di senso del
numero in eta precoce producano benefici duraturi nel tempo (Elia et al., 2023).

Dal punto di vista delle abilita coinvolte, la letteratura in ambito neuroscientifico e psicologico ha
individuato un insieme di competenze di base che concorrono allo sviluppo di senso del numero: il
subitizing, la corrispondenza biunivoca, la stima approssimativa, la gnosia digitale, le abilita di motri-
cita fine e il controllo delle dita, nonché la gestione della cardinalita e dell'ordinalita (Baccaglini-Frank
et al., 2020; Baccaglini-Frank & Maracci, 2015; Butterworth, 1999, 2005; Noél, 2005). Tali abilita non
si sviluppano in modo isolato, ma interagiscono dinamicamente nel corso dell’'esperienza di bambini
e bambine con le quantita, i simboli numerici e le pratiche di conteggio. In particolare, evidenze em-
piriche indicano che la gnosia digitale & significativamente associata alle prestazioni aritmetiche (Noél,
2005); per esempio, Gracia-Bafalluy e Noél (2008) hanno mostrato che un training specificamente
orientato alla discriminazione, identificazione e controllo delle dita, indipendentemente dal conteggio
verbale, conduce a miglioramenti significativi nelle prestazioni aritmetiche. Tale risultato suggerisce
che il potenziamento della gnosia digitale possa sostenere in modo funzionale lo sviluppo delle com-
petenze di calcolo.

Accanto a questa prospettiva “per componenti”, contributi provenienti dall'educazione matematica
hanno sottolineato I'importanza di considerare il numero naturale come portatore di diversi sensi, che
emergono in relazione ai contesti d'uso e alle funzioni che il numero assume (Bartolini Bussi, 2008;
Sabena et al., 2019). Sabena e colleghi descrivono i seguenti sensi del numero naturale: senso cardi-
nale, ordinale, ricorsivo, di etichetta, di misura e di valore, evidenziando come tali sensi non siano al-
ternativi ma coesistano e si intreccino nella costruzione del concetto di numero. In particolare, il senso
ordinale e quello ricorsivo risultano strettamente connessi: I'ordinalita richiama l'idea di successione
e di posizione relativa (non soltanto quando si usano gli aggettivi ordinali come “primo”, “secondo”,
“terzo"” ecc.), mentre la ricorsivita si fonda sulla possibilita di generare I'intera successione dei numeri
naturali attraverso I'operazione iterata del “+1”, che ¢ alla base sia del conteggio sia della nozione di
successivo naturale. Si parlera di gestione dell’ordinalita come una componente complessa di senso
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del numero che include il senso ricorsivo e che coinvolge diverse abilita, tra cui I'associazione corretta
tra simboli numerici e le rispettive parole-numero (a volte chiamate “etichette verbali”, come “uno”,
“sette”, “cinque”), la conoscenza della sequenza dei simboli numerici e delle parole-numero, nonché
la comprensione delle relazioni tra numeri, in particolare quale numero precede o segue un numero
dato (Baccaglini-Frank et al., 2020).

Un ulteriore riferimento teorico rilevante per inquadrare le abilita considerate nel presente studio &
rappresentato dai principi del conteggio individuati da Gelman e Gallistel (1978), che descrivono le
condizioni logiche e concettuali che rendono il conteggio una procedura matematicamente valida.
Tali principi (si veda la Tabella 1) non devono essere intesi come prerequisiti innati e pienamente dispo-
nibili sin dall'inizio, ma come regolarita concettuali che si costruiscono progressivamente attraverso
I'esperienza con le pratiche di conteggio e con situazioni numeriche significative. In particolare, se il
principio di cardinalita € tradizionalmente associato alla comprensione del numero come misura della
numerosita di un insieme, il principio dell’'ordine stabile e la possibilita di iterare la sequenza delle
parole-numero risultano strettamente connessi alla gestione dell’ordinalita e al senso ricorsivo del nu-
mero naturale. Infatti, la consapevolezza che le etichette numeriche si susseguano secondo un ordine
invariabile e che ciascun numero possa essere generato come successivo del precedente costituisce
una base concettuale essenziale per interpretare il numero come elemento di una successione strut-
turata, e non soltanto come etichetta finale (per esempio “cinque”) di una conta. Per questa ragione,
nel presente studio i principi del conteggio non vengono considerati esclusivamente come indicatori
della gestione della cardinalita, ma come componenti trasversali di senso del numero, che contribui-
scono in modo significativo anche allo sviluppo dell’'ordinalita e della ricorsivita, soprattutto quando
sono mobilitati in contesti che rendono visibile e significativa I'iterazione delle azioni di conteggio.
Se da un lato la letteratura riconosce la pluralita dei sensi del numero e il loro ruolo nella costruzione
di una comprensione ricca e flessibile del numero naturale, dall'altro le pratiche educative e molti
studi empirici continuano a privilegiare la gestione della cardinalita, spesso riducendo il lavoro sul
numero a compiti di conteggio e associazione numero-quantita (Coles & Sinclair, 2018; Sabena et
al., 2019). Solo piu recentemente alcune ricerche hanno mostrato che la gestione dell'ordinalita (e
il senso ricorsivo, inteso come conoscenza della sequenza di simboli dei numeri naturali consecutivi)
rappresenta un predittore significativo del successo matematico, talvolta pit forte della sola gestione
della cardinalita (Lyons & Beilock, 2013), suggerendo la necessita di anticipare e rafforzare attivita che
promuovano la conoscenza della sequenza numerica, dei rapporti di precedente e successivo e delle
relazioni tra numeri.

Nonostante cid, rimane ancora poco esplorato il modo in cui le esperienze educative — e in particolare
quelle mediate da artefatti digitali — possano sostenere in modo intenzionale e sistematico lo sviluppo
del senso ordinale e ricorsivo, oltre che di quello cardinale (Baccaglini-Frank et al., 2020). In partico-
lare, la letteratura segnala una carenza di studi che analizzino come ambienti digitali progettati ad
hoc possano favorire la costruzione del numero come successione ordinata e come struttura ricorsiva,
piuttosto che come mera etichetta di una quantita. E in questo spazio ancora parzialmente inesplora-
to che si colloca il presente contributo.

2.2 Tecnologia multi-touch e sviluppo di senso del numero

Lipotesi alla base del presente studio e che la tecnologia multi-touch possa costituire un contesto
particolarmente favorevole per sostenere lo sviluppo di senso del numero, grazie alla possibilita di
integrare in modo naturale azione corporea, rappresentazioni numeriche e feedback immediato. Tale
ipotesi trova un solido fondamento nei risultati delle neuroscienze cognitive, che hanno messo in evi-
denza un legame stretto tra I'uso delle dita e la rappresentazione dei numeri. Secondo Butterworth
(1999), infatti, «senza la capacita di collegare rappresentazioni numeriche alle rappresentazioni neu-
rali delle dita e delle mani nelle loro posizioni normali, i numeri stessi non avranno mai una rappresen-
tazione normale nel cervello» (Butterworth, 1999, pp. 249-250).
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Alcune abilita alla base dello sviluppo del significato di numero naturale, come la gnosia digitale,
I'abilita motoria fine, il subitizing e I'utilizzo delle dita per creare numeri, possono essere efficace-
mente potenziate proprio grazie ad alcune caratteristiche della tecnologia multi-touch, in presenza
di consegne adeguate (Baccaglini-Frank, 2013). Inoltre, tablet come gli iPad consentono interazioni
individuali e collaborative a piccoli gruppi di due o tre allievi, cosa che i computer non sono in grado
di offrire. Infine, le loro dimensioni ridotte (circa 12 x 19 cm e 600 g di peso) rendono questi dispo-
sitivi facilmente maneggiabili anche dai bambini e dalle bambine. Le applicazioni multi-touch, come
Touch-Counts (TC), che sara introdotto nel par. 2.2.1, con consegne adeguate, possono sfruttare in
modo specifico queste potenzialita, consentendo interazioni di vario tipo. Infatti, la possibilita di rico-
noscere tocchi multipli simultanei, di associare gesti specifici alla generazione di numeri e di ricevere
feedback immediati apre a forme di interazione che possono sostenere diverse componenti di senso
del numero (Baccaglini-Frank, 2013; Baccaglini-Frank, 2026; Baccaglini-Frank et al., 2020, 2025; Bac-
caglini-Frank & Maracci, 2015; Ferrara & Savioli, 2018; Ng & Yeung, 2025; Rodney, 2019; Sinclair &
Baccaglini-Frank, 2015).

Gran parte degli studi esistenti sull'uso di app educative per la prima infanzia si & perd concentrata
prevalentemente sul potenziamento della gestione della cardinalita (Coles & Sinclair, 2018; Elia et
al., 2023). Meno attenzione é stata dedicata all‘analisi di come tali ambienti possano promuovere il
senso ricorsivo e la gestione dell'ordinalita. In particolare, si vedra come ambienti multi-touch aperti
come TC permettono di progettare consegne in cui chi apprende € messo o messa nelle condizioni
di anticipare il numero successivo, di esplorare la relazione tra numeri consecutivi e di sperimentare il
“venire dopo” come risultato di un‘azione iterabile.

Nella Tabella 1 si elencano e descrivono, coerentemente con la letteratura attuale, le principali abilita
di senso del numero che saranno indagate nel contesto di consegne in TC.

ASPETTI DI SENSO
ID DEL NUMERO DESCRIZIONE

Rapida e accurata valutazione a colpo d’occhio del numero di elementi presenti
A1l SUBITIZING all'interno di piccole collezioni (come eee), senza bisogno di ricorrere al conteggio.
(Baccaglini-Frank, 2013; Butterworth, 1999)

Capacita di eseguire movimenti precisi e coordinati che interessano piccoli muscoli, in
particolare quelli delle mani e delle dita, come ad esempio, la capacita di appoggiare
in modo preciso e corretto le dita sullo schermo.

(Baccaglini-Frank et al., 2020)

A2 | MOTRICITA FINE

Abilita di rappresentare mentalmente le dita delle proprie mani. Richiede la
conoscenza della posizione delle dita nel proprio corpo e il controllo della precisione
del gesto.

(Baccaglini-Frank et al., 2020)

A3 | GNOSIA DIGITALE

Gestione del Saper riconoscere la complementarita di due numeri rispetto ad uno dato. Consente
A4 PART-WHOLE di scomporre e comporre additivamente.
CONCEPT (Resnick et al., 1991)

Consiste nello stabilire una corrispondenza uno-a-uno tra insiemi di elementi (uno
dei quali pud essere un insieme di dita) o tra un insieme di elementi e un insieme di
etichette verbali.

(Bartolini Bussi, 2008; Brissiaud, 1992; Sabena et al., 2019)

Gestione della
A5 | CORRISPONDENZA
BIUNIVOCA

Proseguire il conteggio partendo da un numero dato.

A6 COUNTING-ON (Gelman & Gallistel, 1978)
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— Conoscere la sequenza dei simboli numerici;
. — conoscere la sequenza delle parole-numero;
Gestione della . :
X — conoscere precedente e successivo di un numero dato;
A7 ORDINALITA e . N . PR
. . — comprendere che ogni numero pud essere ottenuto aggiungendo un‘unita al
senso ricorsivo
precedente (+1).
(Baccaglini-Frank et al., 2020; Sabena et al., 2019)
— Stabilire una corrispondenza biunivoca tra elementi di due insiemi;
. — comprendere che I'ultimo numero pronunciato durante il conteggio individua la
Gestione della o .
A8 N numerosita dell’'insieme;
CARDINALITA : : . e
— assegnare il corretto simbolo numerico o parola-numero alla numerosita di un insieme.
(Bartolini Bussi, 2008; Gelman & Gallistel, 1978; Sabena et al., 2019)
Stabilire una corrispondenza biunivoca tra elementi
A9 Principio di iniettivita contati eq etichette verbali, in modo che per ogni
oggetto sia usato un solo numerale.
(Gelman & Gallistel, 1978)
L o Le etichette verbali usate durante la conta si succedono
Principio dell’ordine S o Co
A10 stabile secondo un ordine invariabile e quindi ripetibile.
(Gelman & Gallistel, 1978)
Gestione dei o o L'etichetta associata all’ultimo lo\ggett(l) cgntato
A1l PRINCIPI di Principio di cardinalita | rappresenta anche la numerosita dell'insieme.
CONTEGGIO (Gelman & Gallistel, 1978)
| precedenti principi possono essere applicati a qualsiasi
. . insieme di elementi, senza distinzione tra entita fisiche
A12 Principio di astrazione
e non.
(Gelman & Gallistel, 1978)
L'ordine in cui gli oggetti vengono contati ¢ irrilevante
A13 Principio di irrilevanza | per |'esito del conteggio, quindi non ha importanza
dell’ordine quale etichetta viene associata a ciascun oggetto.
(Gelman & Gallistel, 1978)

Tabella 1. Aspetti di senso del numero che possono essere sviluppati tramite app multi-touch come TouchCounts

Alla luce di queste considerazioni, il presente studio si propone di contribuire a colmare un gap ancora
presente nella letteratura, analizzando come un‘app multi-touch come TC possa sostenere lo sviluppo
degli aspetti di senso del numero considerati, e in particolare la gnosia digitale e la gestione dell’or-
dinalita (incluso il senso ricorsivo) del numero naturale, che in bambini e bambine in eta prescolare
correlano con le prestazioni aritmetiche nei primi anni di scuola primaria.

2.2.1TouchCounts (TC)

L'applicazione per iPad TC é stata sviluppata nell’ambito di un progetto di ricerca canadese di cui &
responsabile scientifica la ricercatrice in didattica della matematica Nathalie Sinclair. L'applicazione
sfrutta appieno le potenzialita della tecnologia multi-touch, promuovendo I'utilizzo delle dita per
creare e manipolare grandezze numeriche (Jackiw & Sinclair, 2014, 2017). Lapp offre ambienti di
interazione aperti in cui i bambini e le bambine possono sviluppare diverse strategie per risolvere la
stessa consegna (ad esempio, far contare la voce nell'app) o inventare nuove sfide da affrontare. Pre-
senta due sotto-ambienti di lavoro: il “Mondo dei Numeri”, dedicato principalmente all‘ordinalita, e il
“Mondo delle Operazioni”, incentrato sulla cardinalita. Nel Mondo dei Numeri ogni volta che si tocca
lo schermo con un dito viene creato un numero in sequenza, rappresentato visivamente da un disco
con il numero scritto al centro (Figura 1).
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Figura 1. Creazione di una sequenza di dischi numerati, nel Mondo dei Numeri

Nel Mondo delle Operazioni, invece, € possibile creare numeri interi arbitrari ed esplorare le operazio-
ni matematiche, unendo i numeri per formarne di piti grandi o scomponendoli in quantita piu piccole.
In questo ambiente i bambini e le bambine sono incoraggiati a utilizzare dita, occhi e orecchie per
imparare a contare, sommare e sottrarre e, grazie a semplici gesti, possono sviluppare il senso del
numero (Sinclair & Jackiw, 2011; Sinclair & SedaghatJou, 2013).

Nella schermata iniziale (Figura 2) & possibile impostare la lingua in cui vengono pronunciati i numeri (tra le
scelte possibili c'é I'italiano) e selezionare, per il Mondo dei Numeri, la presenza o meno della “gravita” e
della “mensola” durante I'interazione. La modalita di default prevede la presenza di entrambe le opzioni.

English

HUMBERS WORLD
Gravity

Shelf

@ GeneRaL

Image Capture Button

White Backgrourd

Figura 2. Schermata iniziale con impostazione lingua e gravita.

Nel Mondo dei Numeri ogni tocco del dito sullo schermo crea un piccolo disco numerato e una voce
lo pronuncia nella lingua impostata, sottolineando la corrispondenza uno-a-uno dita-numeri tipica
del conteggio. Nella modalita predefinita la presenza della gravita fa in modo che i dischi realizzati
sotto la mensola cadano fuori dallo schermo, mentre per restare visibili devono essere creati nella
parte superiore dello schermo oppure essere trascinati sulla mensola facendo scorrere il dito senza
sollevarlo. Una volta sollevato il dito, infatti, non & piu possibile spostare i dischi, ma toccandoli, se ne
generano di nuovi proseguendo nel conteggio.
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Figura 3. Effetto di tocchi sopra la mensola (a, b) e sotto la mensola (c, d) nel Mondo dei Numeri, nella modalita con gravita.

L'app & in grado di riconoscere gesti multi-touch: toccando lo schermo con pitl dita contemporanea-
mente vengono creati tanti dischi quante sono le dita utilizzate e viene pronunciato il numero mag-
giore. Se, ad esempio, viene iniziata la sessione appoggiando tutte le dita di una mano, compaiono
cinque dischi, numerati da uno a cinque, e la voce pronuncera “cinque” (Figura 4a, b). Per ciascuna
sessione, conteggio e numerazione partono da uno e proseguono man mano che vengono creati
nuovi dischi: ulteriori tocchi generano nuovi dischi etichettati con numeri successivi. La funzione reset
fa ripartire il conteggio da uno.

Nella modalita senza gravita non compare la mensola e i dischi rimangono sempre visibili sullo scher-
mo. Anche in questo caso, una volta sollevato il dito, i dischi non possono piu essere spostati.

TOUCH = counts

Figura 4a, b. Effetto di un gesto nel Mondo dei Numeri, nella modalita senza gravita.

Questo ambiente consente di lavorare su alcuni aspetti alla base del conteggio, in particolare fa-
vorisce lo sviluppo della corrispondenza uno-a-uno numeri-dita (principio di iniettivita), la memo-
rizzazione della corretta sequenza numerica (principio dell’ordine stabile) e, nella modalita senza
gravita, la comprensione che |'ultima parola pronunciata corrisponde alla quantita di dischi presenti
(principio di cardinalita). Con l'opzione gravita attiva e possibile isolare alcuni numeri, posizionan-
doli sulla mensola.
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Nel Mondo delle Operazioni, appoggiando piu dita sullo schermo (Figura 5a, c) viene creato un disco
che contiene al suo interno, lungo la circonferenza, una serie di dischetti colorati, il cui numero cor-
risponde alle dita utilizzate, e al centro il numero scritto in cifre a indicare la cardinalita del gruppo.
Ad esempio, toccando lo schermo con cinque dita (Figura 5a), si ottiene un disco contenente cinque
dischetti dello stesso colore e al centro il numero cinque scritto in cifre (Figura 5b), accompagnato da
un feedback sonoro. Se, prima di staccare le dita che stanno generando un disco, si tocca ancora lo
schermo ripetutamente all'interno del disco in creazione (Figura 5d), questo si amplia fino a contenere
il numero di dischetti corrispondenti al numero complessivo di tocchi effettuati.

Figura 5a, b, ¢, d. Diversi gesti per generare numeri nel Mondo delle Operazioni.
E possibile agire sui dischi numerati attraverso i sequenti gesti:

— Possono essere spostati trascinandoli col dito (Figura 6).

Figura 6. Azione di trascinamento nel Mondo delle Operazioni

— Possono essere uniti col gesto di pizzicatura appoggiando contemporaneamente le dita su due dischi
e avvicinandoli (Figura 7a, b, ¢). In questo modo si ottiene il disco unione che mantiene inalterato il co-
lore dei dischetti interni di origine, in modo da tenere traccia della sua formazione, e mostra al centro
il numero corrispondente alla somma dei numeri pizzicati scritto in cifre, di cui viene fornito anche un
feedback sonoro. Il gesto di pizzicatura rappresenta una sorta di metafora dell'addizione, nel senso
di raccogliere insieme, e la simmetria di questo gesto & rappresentativa della proprieta commutativa.
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Figura 7. Gesto di pizzicatura (a, b) e suo effetto (c) nel Mondo delle Operazioni.

— E possibile suddividere un disco numerato in sottogruppi tenendolo fermo con un dito (Figura 8a)
e selezionando con un altro dito la parte da separare. Questo gesto & rappresentativo dell’'ope-
razione di partizione/sottrazione e permette di sperimentare la complementarita tra addizione e
sottrazione: il disco originario puo essere scomposto in sottogruppi (Figura 8b), dalla cui pizzicatura
poi si ottiene nuovamente il disco di origine.

Figura 8. Gesto di partizione (a) e suo effetto (b) nel Mondo delle Operazioni.

TC quindi, si configura non come un semplice gioco (non ci sono consegne o richieste preimpostate
per |'utente quando I'app viene aperta), bensi come un ambiente di esplorazione libera in cui vengono
generati feedback nella forma visiva (i numeri scritti all’interno dei dischi e le palline) e vocale (la voce
che pronuncia i numeri creati). L'applicazione é progettata per favorire lo sviluppo di senso del nume-
ro attraverso interazioni che coinvolgono dita, mani e gesti. Un’attenta progettazione delle attivita
e la partecipazione di un adulto esperto possono favorire lo sviluppo di abilita numeriche in tempi
relativamente brevi (Baccaglini-Frank, 2013; Baccaglini-Frank et al., 2020; Sinclair & Baccaglini-Frank,
2015). Si presenta ora I'impostazione teorica che verra utilizzata per esplorare le potenzialita di TC
attraverso uno studio empirico.

3 Dalla nozione di “schema” al senso del numero mobilitato

Un problema ricorrente nelle ricerche educative che coinvolgono bambini e bambine molto piccoli ri-
guarda le difficolta nel ricostruire cosa e come apprendano quando sono visibili al ricercatore solo po-
che parole e gesti su cui basare le inferenze (Baccaglini-Frank et al., 2025). A tal fine in questo studio si
fa riferimento alla nozione di schema di Vergnaud, e alla sua applicazione nell'approccio strumentale
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(Artigue, 2002; Béguin & Rabardel, 2020). E possibile usare questo approccio teorico, perché si vuole
studiare I'apprendimento (legato al senso del numero) di bambine e bambini che risolvono consegne
(task) con le proprie mani nel contesto di un ambiente digitale (le dita e tale ambiente possono essere
considerati I'artefatto). Secondo l'approccio strumentale, infatti, un soggetto impegnato in un‘attivita
finalizzata al raggiungimento di un obiettivo usando un determinato artefatto puo sviluppare degli
schemi di azione strumentata per tale artefatto, che diventa cosi uno strumento. In sintesi, uno sche-
ma di azione strumentata descrive I'organizzazione dell‘attivita con lo strumento (in questo caso, dita
in TC) per eseguire una determinata consegna (Baccaglini-Frank et al., 2020). Il costrutto di schema in
guesto approccio teorico si rifa alla nozione elaborata da Vergnaud (2009):

«La funzione degli schemi, nella teoria attuale, é sia quella di descrivere modi ordinari di agire, per
situazioni gia padroneggiate, sia quella di fornire suggerimenti su come affrontare nuove situazio-
ni. Gli schemi sono risorse adattabili: assimilano nuove situazioni adattandosi ad esse. Pertanto,
la definizione degli schemi deve contenere regole, trucchi e procedure gia pronti, modellati da
situazioni gia padroneggiate; ma queste componenti dovrebbero anche offrire la possibilita di
adattarsi a nuove situazioni. Da un lato, uno schema é I'organizzazione invariante dell’attivita per
una certa classe di situazioni; dallaltro, la sua definizione analitica deve contenere concetti aperti
e possibilita di inferenza».

(Vergnaud, 2009, p. 88, traduzione delle autrici)

Secondo Vergnaud gli schemi comprendono diversi aspetti fondamentali:

— Obiettivi e anticipazioni degli effetti che si potranno ottenere attraverso azioni in determinate
situazioni (potenzialmente visibili attraverso parole o gesti del bambino o della bambina).

— Regole di azione per generare sequenze di azioni e raggiungere gli obiettivi in determinate situa-
zioni (visibili nella forma di sequenze di azioni svolte per risolvere una consegna).

— Invarianti operazionali, la cui «funzione principale & quella di raccogliere e selezionare le informa-
zioni rilevanti e dedurne obiettivi e regole» (Vergnaud, 2009, p. 88, traduzione delle autrici).

Sebbene tutte le componenti di uno schema siano importanti, gli invarianti operazionali rivestono
un ruolo centrale. Essi costituiscono la conoscenza implicita che organizza I'intero schema: guidano
I'identificazione della situazione e dei suoi aspetti rilevanti, orientano la selezione di obiettivi adeguati
e sostengono l'elaborazione di regole d'azione funzionali al loro raggiungimento. Gli invarianti opera-
zionali non sono direttamente osservabili, ma vengono inferiti a partire dalla parte visibile dell‘attivita
del bambino o della bambina, cioé dalle azioni compiute, dagli obiettivi e dalle anticipazioni che
emergono nel corso dell’interazione con TC. In altri termini, si osserva come il soggetto agisce, quali
effetti sembra attendersi, come interpreta il feedback dell'app e come modifica la propria azione. Da
questi elementi si ricostruisce quali relazioni stia trattando come pertinenti nella situazione. Sono tali
relazioni ricostruite che vengono interpretate come invarianti operazionali.

Operativamente, nelle analisi si descriveranno questi invarianti in termini di aspetti di senso del nume-
ro mobilitati, facendo riferimento alla Tabella 1. Con I'aggettivo mobilitati si intendono non soltanto
aspetti potenzialmente sollecitati dalla consegna, ma aspetti che, sulla base delle azioni osservate e
della ricostruzione dello schema, risultano effettivamente messi in gioco nell‘attivita del bambino o
della bambina e, proprio per questo, suscettibili di essere rafforzati. In questo senso, non si passa
direttamente dall’azione osservata a un presunto “apprendimento”, ma dall’azione osservata alla
ricostruzione di uno schema e dei suoi invarianti operazionali, che consentono di interpretare quali
aspetti di senso del numero risultino mobilitati. Se si paragona lo schema a un iceberg, regole di
azione, obiettivi e anticipazioni ne costituiscono la “punta visibile” (Baccaglini-Frank et al., 2020): &
a partire da essa che si possono inferire gli invarianti operazionali e, attraverso questi, gli aspetti di
senso del numero mobilitati.
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4 Obiettivi e domande diricerca

L'ipotesi alla base di questo studio & che si possano progettare consegne per TC ad alto potenziale
rispetto alla possibilita di mobilitare gli aspetti introdotti di senso del numero — e in particolare alcuni
relativi a ordinalita e senso ricorsivo, oltre che sviluppare la consapevolezza delle mani e delle dita —in
bambine e bambini in eta prescolare. Un primo obiettivo €, quindi, adattare consegne presenti in let-
teratura, ed eventualmente progettarne di nuove, per bambine e bambini in eta prescolare, in modo
che risultino ad alto potenziale rispetto all'emergere di schemi che mobilitino gli aspetti di senso del
numero discussi.

Progettate tali consegne, le si analizza a priori per anticiparne il potenziale rispetto agli aspetti di
senso del numero che potrebbero essere mobilitati attraverso particolari schemi di azione strumen-
tata. Nell'analisi a posteriori, gli aspetti di senso del numero mobilitati verranno inferiti a partire dagli
invarianti operazionali ricostruiti sulla base delle azioni osservate, degli obiettivi e delle anticipazioni
manifestate dai bambini e dalle bambine, e delle regole d’azione messe in atto. In questo contributo,
pertanto, il confronto pre- e post- sara formulato in termini di coerenza tra gli aspetti di senso del
numero anticipati nell'analisi a priori e quelli mobilitati nelle interazioni osservate.

A tal fine, le domande di ricerca che orientano lo studio sono le seguenti:

— DR1: Quali schemi di azione strumentata emergono nello svolgimento delle consegne progettate
con TouchCounts e quali aspetti di senso del numero risultano mobilitati, inferendoli dai relativi
invarianti operazionali?

— DR2: In che modo la consapevolezza delle mani e delle dita, inferibile dai disegni delle bambine e
dei bambini, sembra modificarsi nel corso dellintervento?

5 Metodo

5.1 Presentazione del gruppo sperimentale e della struttura del percorso didattico

Questo studio presenta una parte dei dati raccolti nell'ambito del progetto di tesi della prima autrice
(Raffi, 2025). Il percorso si & svolto dal 9 aprile al 27 maggio 2024 coinvolgendo 17 bambini e bambi-
ne di quattro anni appartenenti alle quattro sezioni di un plesso scolastico del Centro Italia.?

Prima dello svolgimento delle attivita con TC, al gruppo di bambine e bambini partecipanti e stata propo-
sta una prova in ingresso composta dal proprio autoritratto, dal disegno libero della mano non dominante
e da un’'intervista di valutazione delle conoscenze numeriche con domande inerenti la conoscenza della
corretta sequenza numerica, la rappresentazione dei numeri con le dita e in cifre, il loro riconoscimento in
cifre e in formato analogico, I'ordinamento dei numeri in cifre, I'individuazione di precedente e successivo
di numeri entro il 10 e l'attivita di conteggio. La richiesta di disegnare la mano ¢ stata inclusa perché la
letteratura evidenzia un legame tra gnosia digitale — intesa come capacita di rappresentare, riconoscere e
differenziare mentalmente le proprie dita — e sviluppo delle abilita numeriche: in particolare, Noél (2005)
mostra che tale competenza predice le successive prestazioni numeriche, mentre Gracia-Bafalluy e Noél
(2008) evidenziano che un training centrato sulla differenziazione delle dita pud migliorare la gnosia di-
gitale e sostenere le prestazioni numeriche. Nel presente studio, emulando lo studio di Giacopini (2014),
il disegno della mano non viene quindi assunto come misura standardizzata di gnosia digitale, ma come

2. Il progetto é stato avviato dopo aver ottenuto |'approvazione della Dirigente Scolastica e il consenso informato dei ge-
nitori o tutori legali dei bambini e delle bambine coinvolti, mediante la sottoscrizione di apposite liberatorie (protocollo n
007452/2023 del 30/05/2023 approvato dal Comitato Bioetico dell’Universita di Pisa).
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indicatore qualitativo della consapevolezza della struttura della propria mano e delle proprie dita, consi-
derato in modo prudente e in relazione agli altri dati raccolti durante I'intervento. Nel presente contributo
non si analizzeranno i risultati dell'intervista iniziale, ma soltanto i disegni della mano non dominante.
La fase di potenziamento ha previsto dieci incontri complessivi, quattro di gruppo da svolgere con
artefatti fisici (di cui non si parlera in questo articolo) e sei dedicati all'interazione individuale con I'app
TC. Di questi ultimi, tre incontri si sono svolti nel Mondo dei Numeri, e altrettanti nel Mondo delle
Operazioni (si veda il blocco centrale del diagramma nella Figura 9). Il rapporto uno-a-uno durante
il lavoro con la app si & rivelato particolarmente efficace poiché ha consentito a ciascun bambino e
bambina di interagire secondo i propri tempi e di ricevere un supporto adeguato. Ogni sessione ha
avuto una durata variabile tra i 10 e i 20 minuti, in funzione del tipo di consegne e delle esigenze del
bambino o della bambina, in modo da garantire tempi distesi e il rispetto delle capacita di attenzione
del singolo. Lattivita, infatti, veniva interrotta anticipatamente nel momento in cui il bambino o la
bambina manifestava stanchezza o disinteresse, mentre veniva prolungata con domande di appro-
fondimento qualora manifestasse particolare interesse. La ricercatrice non si € limitata a porre quesiti,
ma ha assunto un ruolo attivo guidando il bambino nella costruzione del sapere. Infine, dopo I'ultimo
incontro, & stata somministrata individualmente la stessa intervista iniziale insieme alla richiesta di
disegnare la propria mano (senza ricalcare quella che non stava scrivendo).

1) DISEGNO LIBERO
DELLA MANO NON
DOMINANTE

i
a ~

2) ATTIVITA DI POTENZIAMENTO:
a) Lavoro sull’ordinalita:
* 1°incontro con TouchCounts Mondo dei Numeri;
¢ 2%incontro con TouchCounts Mondo dei Numeri;
3% incontro con TouchCounts Mondo dei Numeri;

b) Lavoro sulla cardinalita
* 1%incontro con TouchCounts Mondo delle Operazioni;
*  2°incontro con TouchCounts Mondo delle Operazioni;
= 3%incontro con TouchCounts Mondo delle Operazioni

% #
|

3) DISEGNO LIBERO
DELLA MANO NON
DOMINANTE

Figura 9. Diagramma che descrive le fasi dello studio oggetto di questo articolo.

Di seqguito (Tabella 2) si riportano le consegne proposte durante il lavoro con TC in ordine cronologico,
suddivise nei diversi incontri. Ai fini di una corretta lettura si precisa che le consegne sono contraddi-
stinte dalla sigla CD (che sta per “Compiti svolti con artefatti Digitali”) e da un numero progressivo.
Inoltre, con i bambini e le bambine la voce dell'app TC é stata chiamata “Nadia”.

DdM 2026 (19), 67-97 79



Sviluppare il senso del numero in eta prescolare attraverso la tecnologia multi-touch: il caso di TouchCounts / Alessandra Raffi e Anna

Baccaglini-Frank

CD1 | «Puoi far contare Nadia fino a 5?»
CD2 | «Puoi fare il numero 2?»
CD3 | Dopo aver ripulito lo schermo la ricercatrice chiede: «Puoi fare il numero 3?»
CD4 | «Riusciresti a farlo con una sola mossa?»
CD5 | Senza ripulire lo schermo la ricercatrice chiede: «Puoi fare il numero 5?»
:/Tm?:l |n;o.n:lro . D6 La ricercatrice gira il tablet verso di sé, fa contare Nadia da 1 a 5 e domanda:
ondo der Numeri «Quanti dischi ci sono?»
D7 La ricercatrice gira nuovamente il tablet, aggiunge un tocco chiede: «Quanti
dischi ci saranno?»
CD8 | «Puoi contare fino a 5 e mettere solo il 4 sulla mensola?»
CD9 | «Puoi mettere solo il 5 sulla mensola?»
CD10 | La ricercatrice mette il 2 sulla mensola e chiede: «Puoi metterci anche il 5?»
CD1 «Puoi far contare Nadia fino a 5?»
CD11 | «Puoi continuare a contare fino a 10? E fino a 20?»
CD12 | «Puoi contare fino a 5? Quanti dischi ci sono sullo schermo?»
CD13 | «Riesci a fare il numero 5 con una mossa?»
CD14 | «Partiamo con il 5 sullo schermo. Puoi fare il 6?»
CD15 | «Partiamo con il 5 sullo schermo. Puoi fare il 7?»
ndo incontr . . . .
secondo .co tro . CD16 | «Partiamo con il 5 sullo schermo. Puoi fare il 10?»
Mondo dei Numeri
CD9 | «Potresti contare fino a 5 e isolare il 5 sulla mensola?»
CD17 | «Puoi continuare a contare isolando anche il 10 sulla mensola?»
CD18 | «Puoiisolare il 5 sulla mensola con due mosse?»
CD19 | «Puoi continuare e fare la stessa cosa col 10?»
La ricercatrice posiziona sulla mensola i numeri 2 e 4 e chiede: «Quali numeri
CD20 :
sono caduti?»
CD21 | La ricercatrice aggiunge sulla mensola I'8 e chiede: «Quali numeri sono caduti?»
CD11 | «Puoi contare fino a 10? E fino a 20?»
La ricercatrice realizza il 2 e chiede: «Che numero ho fatto? Quanti dischi ci
CD22 |sono sullo schermo? Puoi arrivare fino a 5? Quanti dischi hai dovuto fare? Lo
puoi fare con una mossa?»
La ricercatrice realizza I'1 e chiede: «Che numero ho fatto? Quanti dischi ci
. ? i arri i ? i dischi hai ? i
Terzo incontro CD23 |sono? Pu0|7arr|vare fino a 5? Quanti dischi hai dovuto fare? Lo puoi fare con
Mondo dei Numeri una mossas»
La ricercatrice realizza il 3 e chiede: «Che numero ho fatto? Quanti dischi ci
CD24 |sono? Puoi arrivare fino a 5? Quanti dischi hai dovuto fare? Lo puoi fare con
una mossa?»
La ricercatrice realizza il 4 e chiede: «Che numero ho fatto? Quanti dischi ci
CD25 |sono? Puoi arrivare fino a 5? Quanti dischi hai dovuto fare? Lo puoi fare con

una mossa?»
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CD26 | «Puoiisolare 5 e 10 sulla mensola?»

La ricercatrice mette il 2 sulla mensola e chiede: «Puoi continuare a contare e

CD27 . .
metterci anche il 5?»
D28 La ricercatrice mette il 3 sulla mensola e chiede: «Puoi continuare a contare e
metterci anche il 5?»
La ricercatrice mette il 4 sulla mensola e chiede: «Puoi continuare a contare e
CD29 ) :
metterci anche il 5?»
D30 La ricercatrice mette I'1 sulla mensola e chiede: «Puoi continuare a contare e
metterci anche il 5?»
CD31 La ricercatrice mette il 5 sulla mensola e chiede: «Puoi continuare a contare e

metterci anche il 10?»

CD32 | «Puoi isolare sulla mensola il numero corrispondente alle dita di una mano?»

CD33 | «Puoi isolare sulla mensola il numero corrispondente alle dita di due mani?»

CD34 | «Puoi far contare Nadia fino a 5?»

CD35 | «Puoi fare il numero 3?»

CD36 | «Puoi fare il numero 1?»

CD37 | «Puoi fare il numero 4?»

Quarto incontro
Mondo delle CD38 | «Puoi fare il numero 2?»

Operazioni ) .
P CD39 | «Puoi fare il numero 5?»

La ricercatrice crea in ordine sparso i numeri da 1 a 5 e chiede di metterli in

CD40 :
ordine crescente.

La ricercatrice crea 1, 3 e 5, chiede al bambino o alla bambina di metterli in
CD41 |ordine crescente ed eventualmente realizzare i numeri mancanti mettendoli al
posto giusto.

CD42 | «Puoi far contare Nadia fino a 5? Sapresti continuare fino a 10?»

CD43 | «Sai realizzare un numero grandissimo?»

cDaa La ricercatrice crea numeri da 1 a 10 in ordine sparso e chiede al bambino o

Quinto incontro alla bambina di sistemarli in ordine crescente.
z\jllondo.del.le D45 La ricercatrice crea i numeri 2, 4, 6, 8 e chiede al bambino o alla bambina di
perazioni metterli in ordine crescente.
D46 La ricercatrice crea i numeri 3, 5, 10 e chiede al bambino o alla bambina di

individuare il piu grande e il piu piccolo.

CD47 | «Puoi creare un numero piti grande di 3? Di 10? E uno pil piccolo di 3? Di 10?»

CD48 | «Puoi far contare Nadia fino a 10?»

CD49 | «Cosa succede se unisco 1 e 2? Prova a verificare».

Sesto incontro . -
Mondo delle CD50 | «Cosa succede se unisco 1 e 4? Prova a verificare».

Operazioni La ricercatrice prepara diverse copie di numeri compresi tra 1 e 4 e chiede al

D51 bambino o alla bambina di unirli in modo da ottenere tanti 5.

CD52 | «Che numero ottengo unendo due 5? Verifichiamo l'ipotesi».

Tabella 2. Elenco delle consegne progettate per le attivita di potenziamento svolte con TC

5.2 Modalita di documentazione
Il lavoro é stato accuratamente documentato al fine di consentire un‘analisi precisa e approfondita
dei dati raccolti. Le interazioni con I'applicazione sono state documentate attraverso la registrazione
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dell’audio e della schermata del software utilizzando la funzione “cattura schermo”. Per migliorare la
qualita e I'efficacia della documentazione, é stata aggiunta la registrazione tramite altro dispositivo
esterno di schermo e mani dei bambini e delle bambine durante I'interazione, in modo da facilitare
la ricostruzione delle sessioni durante la successiva fase di analisi. Nel rispetto delle normative sulla
privacy, le riprese hanno interessato esclusivamente le risposte dei bambini e delle bambine alle con-
segne proposte, senza inquadrare i loro volti. In questo modo é stata assicurata una documentazione
efficace, completa e sempre disponibile delle attivita svolte, utile sia nell'immediato per ricostruire gli
eventi ed annotare i fatti salienti, sia a posteriori per I'analisi dei dati, affinché i dati raccolti risultassero
il pit fedele possibile a quanto realmente accaduto durante gli incontri.

Durante la sperimentazione a ciascun bambino e bambina é stato attribuito un numero di ricono-
scimento per anonimizzare i dati archiviati e cercare di evitare possibili alterazioni dell’analisi, contri-
buendo a renderla piu oggettiva.

Questo articolo si concentra sui dati di due dei partecipanti, selezionati perché hanno mostrato par-
ticolare interesse e disponibilita all'interazione, e, inoltre, perché i loro disegni prodotti prima e dopo
la sperimentazione mostravano differenze interessanti. Questa scelta ha casualmente coinvolto due
bambine.

5.3 Modalita di analisi

Per la parte di analisi dei dati raccolti che viene presentata in questo contributo é stata adottata una
metodologia di tipo qualitativo, volta a esaminare le interazioni dei bambini e delle bambine con TC.
L'analisi mira a individuare I'emergere di schemi per risolvere le consegne proposte (alcune erano ripe-
tute uguali in diversi incontri) e le relative componenti di senso del numero mobilitate (DR1).

Il quadro teorico descritto nel par. 2 e stato impiegato per determinare I'apprendimento atteso dalle
attivita progettate. In questo articolo, a titolo esemplificativo, viene presentata I'analisi a priori di due
consegne a nostro avviso particolarmente interessanti. Nell‘analisi a priori si individuano schemi pos-
sibili che ci si aspetta possano essere adottati dai bambini e dalle bambine. Tale analisi ha consentito,
poi, nelle analisi a posteriori, di confrontare gli schemi e gli aspetti di senso del numero effettivamente
mobilitati con quelli previsti. | disegni della mano, invece, sono stati utilizzati per raccogliere informa-
zioni pre- e post-intervento sulla consapevolezza delle proprie mani e delle dita dei bambini e delle
bambine, e su eventuali sue variazioni.

5.4 Analisi a priori

In questo paragrafo si propone I'analisi a priori di due consegne progettate per il Mondo dei Numeri,
selezionate in quanto ritenute particolarmente significative per favorire lo sviluppo dell‘ordinalita. A
tal fine, si fara riferimento al quadro teorico esposto nel par. 3. Procederemo all'individuazione degli
schemi che i bambini e le bambine potrebbero adottare per eseguire ciascuna consegna. | nomi degli
schemi corrispondono al numero della consegna seguito da una lettera che indica possibili varianti.
Per ogni schema, in accordo con il costrutto di Vergnaud, verranno descritti gli obiettivi e anticipazio-
ni, le regole di azione e gli invarianti operazionali (descritti in termini di aspetti di senso del numero
mobilitati). E importante sottolineare che le abilita effettivamente stimolate da ciascuna consegna di-
pendono strettamente dallo schema adottato dal bambino durante I'esecuzione del compito: quindi
non sarebbe accurato associare direttamente aspetti di senso del numero a singole consegne, senza
esplicitare il possibile schema adottato.

5.4.1CD1: «Puoi far contare Nadia fino a 5?»

Schema 1a: tocchi con dito singolo, senza attendere feedback di TC

Obiettivi e anticipazioni: cinque dischi sullo schermo numerati da 1 a 5 (Figura 10) e la voce di Nadia
che pronuncia i numeri corrispondenti.
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Figura 10. Anticipazione relativa alla consegna CD1.

Regole di azione: preparare un dito (tipicamente I'indice della mano dominante), toccare cinque volte
lo schermo fino a vedere comparire il disco contrassegnato dal numero 5 e sentire la voce di Nadia
pronunciare questo numero.

Aspetti di senso del numero mobilitati: conoscenza delle parole-numero che compongono la corretta
sequenza numerica (gestione dell'ordinalita e senso ricorsivo) e consapevolezza che ad ogni tocco
corrisponde un disco numerato (gestione della corrispondenza biunivoca). Poiché sul tablet si devono
realizzare tocchi “puliti” perché siano riconosciuti correttamente dal dispositivo, vengono mobilitate
la gnosia digitale (soprattutto se non si usa sempre lo stesso dito per effettuare i tocchi) e la motricita
fine.

Schema 1b: tocchi con dito singolo, attendendo feedback di TC

Questo schema potrebbe essere adottato da una bambina o un bambino meno esperto della sequen-
za dei numeri.

Obiettivi e anticipazioni: vedere comparire il disco “5” e/o sentire la voce di Nadia che pronuncia
“cinque”.

Regole di azione: preparare un dito e toccare cinque volte lo schermo, fermandosi ogni volta in attesa
di ricevere il feedback dall’'app. Interrompere la procedura quando compare il disco numero 5 o si
sente la voce di Nadia pronunciare questo numero.

Aspetti di senso del numero mobilitati: consapevolezza che ad ogni tocco corrisponde un disco nu-
merato (gestione della corrispondenza biunivoca); riconoscimento della parola-numero “cinque” o
del segno arabico “5". Poiché sul tablet si devono realizzare tocchi “puliti”, vengono mobilitate la
gnosia digitale e la motricita fine. In questo schema il feedback visivo e sonoro pud rafforzare la co-
noscenza della corretta sequenza numerica da uno a cinque, la familiarizzazione con i numeri scritti in
cifre e la loro associazione alle parole-numero pronunciate dalla voce di Nadia (gestione dell’ordinalita
e Senso ricorsivo).

5.4.2 CD8: «Puoiisolare il 4 sulla mensola?»

Schema 8a: con un dito tre tocchi sotto e uno sopra la mensola

Obiettivi e anticipazioni: vedere solo il disco numero 4 sopra la mensola e nessun altro disco numerato
sullo schermo (Figura 11).

DAM 2026 (19), 67-97 83



Sviluppare il senso del numero in eta prescolare attraverso la tecnologia multi-touch: il caso di TouchCounts / Alessandra Raffi e Anna
Baccaglini-Frank

Figura 11. Anticipazione visiva relativa alla consegna CD8.

Regole di azione: preparare un dito (tipicamente I'indice della mano dominante) ed eseguire tre tocchi
nella parte inferiore dello schermo (sotto la mensola), poi toccare un’ultima volta sopra la mensola.
Aspetti di senso del numero mobilitati: consapevolezza che ad ogni tocco viene creato un disco nu-
merato (corrispondenza biunivoca), conoscenza delle parole-numero nella corretta sequenza nume-
rica e in particolare che “tre” & il precedente di “quattro” (o di “4") (gestione dell'ordinalita e senso
ricorsivo). Inoltre, per completare la consegna le dita selezionate devono essere appoggiate in modo
preciso sullo schermo (gnosia digitale e motricita fine).

Schema 8b: due mosse

Obiettivi e anticipazioni: vedere solo il disco numero 4 sopra la mensola e nessun altro disco numerato
sullo schermo.

Regole d'azione: Individuare tre dita e appoggiarle simultaneamente sotto la mensola, poi sollevare
un dito ed eseguire I'ultimo tocco sopra la mensola.

Aspetti di senso del numero mobilitati: consapevolezza che ad ogni tocco viene creato un disco nu-
merato (corrispondenza biunivoca), conoscenza delle parole-numero nella corretta sequenza numeri-
ca e in particolare che tre ¢ il precedente di quattro (o di 4) (gestione dell'ordinalita e senso ricorsivo).
Per individuare le dita da utilizzare per il tocco sotto la mensola, puo fare riferimento alla rappresen-
tazione del numero memorizzata (subitizing e gnosia digitale) oppure ricorrere al conteggio (principio
dell’'ordine stabile, principio di iniettivita, principio di irrilevanza dell’ordine, principio di cardinalita).
Per completare la consegna le dita selezionate devono essere appoggiate contemporaneamente e in
modo preciso sullo schermo (motricita fine e gnosia digitale) coinvolgendo piu di un dito.

Non sono stati descritti a priori schemi che non risolvono la consegna, ma questo non significa che
I'aspettativa fosse che tutti i bambini e le bambine sviluppassero subito o in autonomia gli schemi
attesi. Nel caso di ripetuti fallimenti, la ricercatrice era pronta a supportare lo sviluppo di uno degli
schemi attesi.

6 Risultati delle analisi dei dati raccolti

In questo paragrafo si analizzano alcuni dei dati raccolti, facendo riferimento a due bambine del
gruppo sperimentale, scelte in quanto hanno dimostrato particolare interesse e disponibilita all'inte-
razione, e perché il confronto tra i disegni realizzati prima e dopo la sperimentazione ha suggerito che
avessero acquisito una maggiore consapevolezza delle proprie mani e dita.
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6.11disegni

Come prima attivita della sperimentazione, ogni bambino o bambina é stato invitato o invitata a
realizzare il proprio autoritratto, con I'obiettivo di verificare I'eventuale presenza delle mani e il det-
taglio delle dita. Inoltre, all'inizio e al termine del percorso é stato chiesto ai bambini e alle bambine
di realizzare il disegno libero della propria mano non dominante. Si riportano nella Tabella 3 i disegni
realizzati dalle due bambine sulle quali & messo il focus di questo contributo. Nello studio pit ampio,
per ciascun bambino o bambina é stata compilata una scheda descrittiva che riassume le caratteristi-
che dei disegni realizzati, evidenziando la presenza o assenza delle mani negli autoritratti e il numero
di dita rappresentate in ciascuna immagine. Per le due bambine in focus, gli estratti di tali schede
descrittive sono riportati in descrizione sotto ciascuna immagine in Tabella 3. Per le schede descrittive
di tutti i disegni si veda Raffi (2025).

Autoritratto

Disegno iniziale della mano

Disegno finale della mano

Bambina
10
Il ritratto presenta una Il disegno & ben proporzionato E disegnata la sagoma della
grossa faccia molto nelle sue parti: si distingue il mano in cui si distinguono
dettagliata mentre il resto palmo da cui partono 3 dita. chiaramente il palmo e 5
del corpo & accennato e non dita.
ci sono braccia né mani.
Bambina \
11

Il volto & dettagliato mentre
il busto & un grande
triangolo che arriva fino

in fondo al foglio. A meta
busto partono le braccia:
due segmenti un po’ troppo
corti che si diramano in 3
direzioni, le mani con 3 dita.

Nel disegno si distingue

il palmo della mano che

termina con 4 punte che
rappresentano le dita.

Si distingue un braccio da
cui parte il palmo della
mano che termina con 5
dita.

Tabella 3. Disegni realizzati dalle due bambine in focus e relative descrizioni della ricercatrice.
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Per dare un’idea piu generale dei risultati relativi a questa parte dello studio, e per meglio contestua-
lizzare le prestazioni delle bambine in focus (Tabella 3), si riportano di sequito i dati aggregati di tutto
il gruppo sperimentale.

6.1.1 Sguardo d’insieme delle prestazioni dell’intero gruppo

Si osserva prima la presenza delle mani negli autoritratti prodotti prima dell’inizio della sperimenta-
zione (Figura 12).

. Dita d
N - duemani; 3
Maniassenti; 4

Nr. Dita #5;12

Mani presenti; 12

Figura 12. Disegni pre-intervento: a) Frequenza della presenza/assenza di mani negli autoritratti;
b) Frequenze del numero di dita rappresentate negli autoritratti.

La maggior parte dei bambini e delle bambine (12) nel ritratto ha incluso le mani, che perd, in genera-
le, non risultano dettagliate: sono disegnate come piccoli cerchi rosa spesso privi di dita o come delle
crodi (si vedano, per esempio, i disegni delle bambine 10 e 11 in focus nella Tabella 3).

Soltanto un bambino ha rappresentato correttamente il numero delle dita, mentre 3 bambine han-
no disegnato quantita diverse nelle due mani, di cui solo una corretta. | restanti (12), 9 bambine e 3
bambini, hanno rappresentato una quantita maggiore o minore in entrambe le mani. Questi risultati
suggeriscono che, di fronte alla richiesta di realizzare il proprio autoritratto, i bambini e le bambine
partecipanti tendevano a soffermarsi su alcuni dettagli, trascurandone altri, e spesso arricchivano il
disegno con elementi accessori, trascurando quelli specificamente richiesti (Figura 12a, b).

Si passa ora all‘analisi dei disegni della mano non dominante pre- e post-intervento (Figura 13a, b).

onsegnanon eseguitad
1

nterpretaz |
dubbia; 2
Interpretazione dubbia: 3¢

2 manidicui unacon g
dita; 2

|

Figura 13. a) Frequenze del numero di dita rappresentate nei disegni pre-intervento;
b) Frequenze del numero di dita rappresentate nei disegni post-intervento.

Inizialmente, quando ai bambini e alle bambine e stato esplicitamente richiesto di rappresentare la
propria mano, tutti ad eccezione di un bambino hanno disegnato le dita, anche se non sempre nella
quantita corretta (Figura 13a; si vedano, per esempio, i disegni delle bambine 10 e 11 in focus nella
Tabella 3) e in numero uguale in entrambe le mani. Dei 16 bambini e bambine che hanno svolto la con-
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segna, la maggior parte (6, di cui 4 bambine e 2 bambini) ha raffigurato 4 dita. Una bambina ha rap-
presentato 3 dita, mentre 2 bambine hanno disegnato entrambe le mani, di cui solo una con il corretto
numero di dita. Soltanto 2 bambini e 1 bambina hanno disegnato chiaramente 5 dita. Due disegni
risultano poco chiari, rendendo difficile determinare con precisione il numero di dita rappresentate.
Al termine del percorso sperimentale, quando é stato nuovamente richiesto di rappresentare la mano
non dominante, la maggioranza (15) delle bambine e dei bambini coinvolti (in totale 17) ha disegnato
correttamente 5 dita. Solo un bambino e una bambina hanno rappresentato un numero di dita non
identificabile con precisione (Figura 13b).

Dall’analisi complessiva, quindi, emerge chiaramente che, quando & stato esplicitamente richiesto di
disegnare la propria mano, la maggior parte dei bambini e delle bambine ha rappresentato le dita,
anche se non sempre nel numero corretto. Inizialmente, nella maggior parte dei casi le dita sono state
rappresentate omogenee per dimensioni e lunghezza, senza distinguerle una dall’altra, nemmeno il
pollice. In molti casi, inoltre, non & stato rappresentato il palmo della mano. Al termine del percorso
15 dei 17 partecipanti hanno disegnato la mano dotata del corretto numero di dita, indicando un
miglioramento nella precisione della rappresentazione della propria mano da parte della maggioranza
dei partecipanti. Inoltre, la maggioranza dei bambini e delle bambine ha distinto il palmo e, sebbene
in oltre la meta dei disegni le dita conservino dimensioni uguali, in alcuni casi sono state anche dif-
ferenziate, in particolare il pollice. Questi risultati suggeriscono un impatto positivo del percorso sulla
consapevolezza che i bambini hanno riguardo la struttura della propria mano e delle sue dita.

6.2 Consegne TouchCounts

In questo paragrafo si riportano alcuni estratti relativi allo svolgimento da parte della bambina 10
delle due consegne presentate nell'analisi a priori (par. 5.4.1 e 5.4.2), esemplificando il tipo di analisi a
posteriori condotto per arrivare a tabelle riassuntive per ogni partecipante, come quelle allegate per
le bambine in focus (Allegati 1-2).

Di seguito sono riportati gli scambi intercorsi tra la bambina 10 (B10) e la ricercatrice (R) nell’incontro
1, durante lo svolgimento delle consegne selezionate.

6.2.1 Esempio di interazione con la consegna CD1
La prima interazione analizzata (incontro 1, min. 6:05-7:17) e con la consegna CD1: «Puoi far contare
Nadia fino a 5?».

1.R:  «Puoi far contare Nadia fino a cinque? Voglio sentire tutti i numerini da uno a
cinque».

2. B10: [Prepara il dito indice e tocca ripetutamente lo schermo superando di molto il
numero 5, Figura 14].

Figura 14. Primo tentativo di interazione della bambina 10 con la consegna CD1.
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Questo primo tentativo risolutivo della bambina 10 (intervento 2) risulta diverso dagli schemi previsti
nell‘analisi a priori. Nello specifico, il tentativo é caratterizzato da:

— Obiettivi e anticipazioni:. sentire Nadia contare.

— Regole di azione: toccare lo schermo con un dito per far dire numeri a Nadia.

— Aspetti di senso del numero mobilitati: consapevolezza che ad ogni tocco corrisponde un disco
numerato (gestione della corrispondenza biunivoca).

La ricercatrice la interrompe pulendo lo schermo: questa azione sancisce il fallimento del primo ten-
tativo. Poi rinnova la consegna, modificando la richiesta per porre I'accento sul «fermarsi» a «cinque»
(intervento 3).

3.R:  «Se ti chiedo di fermarti a cinque, lo sai fare? Riesci a fermarti quando arrivi a
cinque?»

4. B10: [Riprova toccando lo schermo con un dito] «Uno [Nadia dice: «Uno, due»],
due [Nadia dice: «Tre»], tre [Nadia dice: «Quattro»], quattro [Nadia dice:
«Cinque»; B10 involontariamente appoggia anche il palmo].

Anche il secondo tentativo risolutivo e diverso dagli schemi previsti ed e caratterizzato da:

— Obiettivi e anticipazioni: sentire Nadia contare fino a «Cinque».

— Regole di azione: toccare lo schermo con un dito per far dire numeri a Nadia e fermarsi a «Cin-
que».

— Aspetti di senso del numero mobilitati: consapevolezza che ad ogni tocco corrisponde un disco
numerato (gestione della corrispondenza biunivoca); conoscenza delle parole-numero nella cor-
retta sequenza numerica (gestione dell’ordinalita e senso ricorsivo).

L'anticipazione viene disattesa, perché la bambina tocca involontariamente il tablet con il palmo (in-
tervento 4). La ricercatrice allora media per migliorare I'interazione di B10 con TC (intervento 5).

5.R:  «Hai toccato anche con la mano e il tablet sente il tocco anche se tu non te ne
accorgi e crea altri numerini».

4. B10: [Prepara il dito indice e prova nuovamente: tocca lo schermo cinque volte,
guesta volta pil lentamente, probabilmente per prestare attenzione al feedback
ricevuto e quando raggiunge il numero cingque solleva il dito e si ferma].

5.R:  «Cisiamo arrivati, vero?»

6. B10: [Sorridendo fa cenno di si col capo].

Il terzo tentativo risolutivo € coerente con lo schema 1b, caratterizzato da:

— Obiettivi e anticipazioni: sentire Nadia pronunciare i numeri «Uno, due, tre, quattro, cinque» (e fermarsi).

— Regole di azione: toccare lo schermo con un singolo dito e sentire i numeri in sequenza; fermarsi
quando si sente «Cinque».

— Aspetti di senso del numero mobilitati: consapevolezza che ad ogni tocco corrisponde una parti-
colare parola-numero in sequenza (gestione ordinalita e senso ricorsivo). Al quinto tocco si sente
«Cinque» (gestione ordinalita e cardinalita); appoggio preciso delle dita sullo schermo (gnosia
digitale e motricita fine).

Nel corso dei tentativi analizzati, il superamento delle difficolta iniziali della bambina 10 appare stret-
tamente legato all'interazione tra i feedback restituiti da TC e la mediazione della ricercatrice. Nel
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primo tentativo, lo schema adottato dalla bambina sembra avere come obiettivo semplicemente
quello di far contare Nadia, e la regola di azione consiste nel toccare ripetutamente lo schermo con
un dito, senza utilizzare il feedback dell'app per controllare il momento in cui arrestare I'azione. Nel
secondo tentativo si osserva un primo cambiamento nello schema: grazie al rinnovo della consegna
da parte della ricercatrice, I'obiettivo si precisa e diventa quello di far contare Nadia fino a cinque,
fermandosi al momento opportuno. Tuttavia, questo schema non & ancora stabile, perché la bambi-
na non controlla pienamente il gesto e non interpreta correttamente il feedback prodotto dall'app,
dal momento che anche un contatto involontario del palmo viene registrato come input valido. La
ricercatrice interviene allora in modo decisivo, chiarendo sia il punto centrale della consegna sia il fun-
zionamento dello strumento: richiama I'attenzione sul fatto che il tablet “sente” tutti i tocchi e aiuta
la bambina a comprendere che i numeri pronunciati da Nadia possono essere usati come riferimento
per monitorare I'azione. Solo nel terzo tentativo si osserva uno schema coerente con quello atteso: la
bambina tocca piu lentamente con un solo dito, presta attenzione al feedback sonoro e visivo dell’app
e interrompe |'azione quando sente pronunciare «Cinque». Il cambiamento tra i tentativi, quindi, non
riguarda soltanto l'esito finale, ma la progressiva riorganizzazione dello schema d’azione, resa possibi-
le proprio dal fatto che la mediazione della ricercatrice permette alla bambina di attribuire significato
ai feedback dellapp e di usarli per regolare in modo sempre pit adeguato la propria azione.

6.2.2 Esempio di interazione con la consegna CD8
La seconda interazione analizzata (incontro 1, min. 13:31-15:13) & con la consegna CD8: «Puoi contare
fino a 5 e isolare il 4 sulla mensola?».

1.R:  «Puoi contare fino a 5 e mettere solo il 4 sulla mensola? Devi fare cadere gli altri
numeri e mettere solo il 4 qua sopra».

2.B10: [Prepara il dito indice ed esegue un tocco sopra la mensola. Ottiene il disco “1”
in evidenza sulla mensola, Figura 15a.

3.R: «Ehl»

4.B10: [Prosegue, eseguendo altri quattro tocchi consecutivi sopra la mensola. Si ferma
a 5 (Figura 15b), poi col dito solleva la mensola facendo cadere tutti i dischi numerati
e lasciando lo schermo vuoto (Figura 15¢)].

Figura 15a, b, c. Primo tentativo di interazione della bambina 10 con la consegna CD8.

Il primo tentativo risolutivo risulta diverso dagli schemi previsti e si caratterizza per:

— Obiettivi e anticipazioni: sentire Nadia pronunciare i numeri «Uno, due, tre, quattro, cinque» e
finire con 4 sulla mensola.

— Regole di azione: toccare lo schermo con un dito per far pronunciare i numeri desiderati a Nadia
e (forse) successivamente togliere i numeri diversi da 4.

— Aspetti di senso del numero mobilitati: consapevolezza che ad ogni tocco viene creato un disco
numerato (corrispondenza biunivoca), conoscenza delle parole-numero nella corretta sequenza
numerica fino a b.
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A questo punto la ricercatrice media per migliorare I'interazione di B10 con TC. Nello specifico, richia-
ma aspetti del funzionamento dell’app (intervento 5).

5. R:  «Cosa avevamo visto? Quando tocchi qua [sotto alla mensola], cosa succede ai
numeri? Te lo ricordi?»
B10: «Non si vedono piu».
R:  «E invece se tocchi sopra [alla mensola]?»
B10: [Tocca una volta col dito sopra alla mensola].
R:  «Rimangono, vero? lo che cosa ti avevo chiesto? Mi puoi far cadere giu tutti i
numerini e mi metti qua sopra solo il 4? Proviamo?»
10. B10: [Prepara il dito indice ed esegue quattro tocchi sopra la mensola, poi si ferma.
In questo modo si ottengono i dischi numero 1, 2, 3 e 4 in evidenza sopra la
mensola (Figura 16)].

©®~No

Figura 16. Secondo tentativo di interazione della bambina 10 con la consegna CD8.

La bambina pare cercare conferma visiva del feedback atteso dopo il gesto tocco (intervento 8). La
ricercatrice rinnova la richiesta da parte in forma variata (intervento 9), sottolineando che deve rima-
nere sulla mensola esclusivamente il numero 4, mentre gli altri numeri devono cadere.

Il secondo tentativo risolutivo, anch’esso diverso dagli schemi previsti, si caratterizza per gli stessi
obiettivi e aspetti di senso del numero mobilitati rispetto al primo tentativo; le regole di azione com-
prendono il toccare lo schermo con un dito sopra la mensola per far pronunciare i numeri desiderati
a Nadia, ma I'anticipazione ¢ disattesa (si ferma prima di arrivare a «Cinque»).

La ricercatrice media nuovamente per migliorare I'interazione di B10 con TC, supportando lo sviluppo
di uno schema atteso (intervento 11).

11.R:  «Perd io questi [indica i numeri 1, 2 e 3] non li volevo sopra, li volevo lasciare
andare giu. Quindi dove li dovevi fare per farli cadere giu?»

12. B10: [Indica la parte dello schermo sotto la mensola].

13.R:  «Allora proviamo».

14. B10: [Prepara I'indice e tocca quattro volte sotto la mensola lasciando cadere anche
il numero 4. Lo schermo non presenta alcun disco numerato].

Il terzo tentativo risolutivo, ancora diverso dagli schemi previsti, affina le regole di azione: toccare lo
schermo con un dito sotto la mensola per far pronunciare a Nadia i numeri desiderati e far cadere
quelli precedenti a “quattro”, e tra gli aspetti di senso del numero mobilitati, oltre a quelli precedenti,
vi & anche il rafforzamento della consapevolezza che “tre” & il precedente di “quattro” (o di “4")
(gestione dell'ordinalita e senso ricorsivo). L'anticipazione, tuttavia, € nuovamente disattesa: cade il
“guattro” (intervento 14). La ricercatrice esplicita verbalmente il motivo del fallimento del tentativo
(intervento 15).
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15.R:  «ll 4 pero sopra».
16. B10: [Continua e tocca col dito sopra la mensola isolando il disco numero cinque
(Figura 17)].

Figura 17. Terzo tentativo di interazione della bambina 10 con la consegna CD8.

Il quarto tentativo risolutivo si avvicina allo schema 8a, caratterizzandosi per le seguenti regole di
azione: toccare lo schermo con un dito sotto la mensola per far pronunciare a Nadia i numeri fino a
«Quattro» e farli cadere, poi farle pronunciare «Cinque». Gli aspetti di senso del numero mobilitati
sono quelli precedenti con un rafforzamento della consapevolezza che “quattro” e il precedente di
“cinque” (o di “5") (gestione dell'ordinalita e senso ricorsivo). La ricercatrice interviene sancendo il falli-
mento della quarta istanziazione e rinnova la richiesta invitando la bambina a riprovare (intervento 17).

17.R:  «Ora viene il 5. Riproviamo!».

16. B10: [Esegue correttamente tre tocchi col dito sotto la mensola e I'ultimo sopra. Sullo
schermo & visibile il disco numero quattro sopra la mensola (Figura 18)].

18. R: «Bravissimal»

Figura 18. Quarto tentativo di interazione della bambina 10 con la consegna CD8.

Il quarto tentativo risolutivo coincide con lo schema 8a, ovvero si caratterizza per:

— Obiettivi e anticipazioni: sentire Nadia pronunciare i numeri «Uno, due, tre, quattro, ...». Vedere
cadere verso il basso i numeri 1, 2, 3 e 5 mentre il numero quattro rimane visibile sopra la mensola.

— Regole di azione: toccare lo schermo con un dito per far pronunciare i numeri desiderati a Nadia.
Eseguire i primi tre tocchi sotto la mensola, spostare il quarto sopra la mensola, fare I'ultimo tocco
nuovamente sotto la mensola.

— Invarianti operazionali: ad ogni tocco corrisponde un‘etichetta verbale in sequenza (gestione ordi-
nalita). Al terzo tocco Nadia pronuncia la parola «tre» (gestione ordinalita e cardinalita); il numero
"tre" precede "quattro" (gestione ordinalita), quindi una volta arrivati a "tre" il tocco successivo
deve essere spostato sopra la mensola.
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— Aspetti di senso del numero mobilitati: consapevolezza che ad ogni tocco viene creato un disco
numerato (corrispondenza biunivoca), conoscenza delle parole-numero nella corretta sequenza
numerica e in particolare che “tre” e il precedente di “quattro” (o di “4") (gestione dell'ordinalita e
senso ricorsivo). Inoltre, per completare la consegna le dita selezionate devono essere appoggiate
in modo preciso sullo schermo (gnosia digitale e motricita fine).

Nel corso dei tentativi analizzati, le difficolta iniziali della bambina vengono progressivamente supe-
rate attraverso un'interazione fortemente mediata. In un primo momento, B10 sembra attivare uno
schema centrato soprattutto sull'idea che toccare lo schermo faccia avanzare la conta e produca i
numeri desiderati, senza pero coordinare in modo adeguato tale azione con i diversi effetti determi-
nati dalle due aree dello schermo. Il feedback del software, sia visivo sia sonoro, costituisce in questa
fase una risorsa importante ma non ancora sufficiente. La ricercatrice interviene allora con domande
mirate, finalizzate a rendere espliciti sia il funzionamento dell’applicazione sia gli elementi centrali del
compito. In particolare, richiama |'attenzione della bambina su cid che accade ai numeri quando |
tocchi vengono effettuati sopra oppure sotto la mensola, chiarendo la relazione tra gesto e feedback
restituito dal sistema. Parallelamente, riformula piu volte la consegna, esplicitando lo scenario atteso:
alcuni numeri devono cadere, mentre solo il “quattro” deve restare visibile sulla mensola. In questo
modo, la mediazione della ricercatrice orienta progressivamente B10 a coordinare la sequenza nume-
rica, la posizione del tocco e il risultato visibile sullo schermo.

Si osserva cosi una trasformazione graduale dello schema adottato. Dopo i primi tentativi, in cui la
bambina produce i numeri senza controllare adeguatamente quali debbano rimanere e quali cadere,
emerge un avanzamento importante: a un tentativo successivo B10 implementa uno schema quasi
corretto, perché riesce a coordinare il lasciar cadere i numeri precedenti e il mantenere sulla mensola
un solo numero, ma individua come esito finale il 5 anziché il 4. In altre parole, resta solo da regolare
con precisione il punto della sequenza numerica in cui modificare I'azione. Nell'ultimo tentativo, in-
fatti, la bambina deve soprattutto gestire I'ordinalita e mobilitare il senso ricorsivo nella relazione tra
“tre” e “quattro”: & proprio il riconoscimento che, dopo il "tre", il tocco successivo produrra il "quat-
tro" a consentirle di collocare correttamente 'azione sopra la mensola nel momento opportuno.
Infine, con il supporto della ricercatrice, B10 sviluppa uno schema 8a che si fonda anche sullo schema
1b emerso nella consegna CD1, in cui la bambina aveva imparato a usare la sequenza pronunciata
da Nadia per monitorare I'azione. In questo senso, il feedback sonoro del software e la mediazione
verbale della ricercatrice agiscono in modo complementare: il primo rende percepibile la struttura se-
guenziale del numero, la seconda aiuta la bambina a interpretarla in funzione del compito. Possiamo
quindi affermare che vengono mobilitati, e verosimilmente rafforzati, gli aspetti di senso del numero
attesi, in particolare la corrispondenza biunivoca, la gestione dell’'ordinalita e il senso ricorsivo, insie-
me alla gnosia digitale e alla motricita fine richieste dall’'esecuzione precisa dei tocchi.

6.2.3 Analisi delle consegne svolte dalle due bambine in focus

Negli Allegati 1-2 sono riportate le tabelle che documentano le interazioni con TC rispettivamente
della bambina 10 e della bambina 11. Alcune consegne sono state proposte pit volte nel corso degli
incontri e ogni volta sono stati documentati gli aspetti di senso del numero mobilitati (Tabella 1), i
prompt aggiuntivi forniti dalla ricercatrice e il grado di sicurezza manifestato dalle bambine durante
I'esecuzione del compito.

La lettura congiunta di queste tabelle consente di mettere in evidenza sia alcuni elementi comuni
sia alcune differenze rilevanti tra i percorsi di B10 e B11. Per entrambe le bambine, il compito di far
contare Nadia fino a un numero dato risulta relativamente piu accessibile e mobilita la corrispondenza
biunivoca tra tocco e numero prodotto, la necessita di un appoggio preciso delle dita sullo schermo,
quindi motricita fine e gnosia digitale, e soprattutto la gestione della sequenza numerica, sostenuta
dal feedback sonoro del software. Quando invece viene introdotta la mensola, oppure quando il
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compito richiede di proseguire il conteggio a partire da un numero gia raggiunto, l'attivita risulta piu
complessa per entrambe: in questi casi risultano particolarmente sollecitati, ma anche meno stabil-
mente consolidati, gli aspetti legati alla gestione dell’ordinalita e del senso ricorsivo, cioe la capacita di
coordinare la sequenza numerica con l'anticipazione del numero successivo e con il controllo dell’ef-
fetto prodotto dai tocchi nelle diverse aree dello schermo.

Una differenza saliente riguarda il grado di mediazione necessario. B10 mostra un andamento pil
oscillante: nelle consegne con la mensola, in particolare CD8 e CD9, e ancora in CD26, ha bisogno di
piu tentativi e di prompt espliciti da parte della ricercatrice per coordinare il funzionamento dell‘appli-
cazione con |'obiettivo del compito; la sua sicurezza aumenta progressivamente solo nel corso delle ri-
petizioni. B11, pur necessitando anche lei di un supporto significativo in CD8 e mostrando alcuni punti
di fragilita in CD11 e CD26, appare nel complesso pill rapida nel raggiungere una modalita esecutiva
efficace e nel mantenere un grado di sicurezza alto in pil consegne, come si osserva per esempio in
CD1 e CD9. Un‘altra differenza riguarda il rapporto tra sicurezza e correttezza: nel caso di B11 la ta-
bella mostra bene che un’elevata sicurezza non coincide necessariamente con una strategia corretta,
come accade nel primo svolgimento di CD11; nel caso di B10, invece, l'incertezza appare piu visibile.

7 Discussione e conclusioni

La presente ricerca si & proposta di indagare il potenziale della tecnologia multi-touch, e in particolare
dell'app TouchCounts, nel mobilitare specifici aspetti di senso del numero in bambine e bambini di
quattro anni, con un‘attenzione particolare alla gestione dell’ordinalita e al senso ricorsivo, dimensioni
ancora poco esplorate nella letteratura rispetto alla piu tradizionale focalizzazione sulla cardinalita.
L'analisi a priori delle consegne ha mostrato che & possibile progettare attivita in TouchCounts ad alto
potenziale rispetto alla mobilitazione di specifici aspetti di senso del numero. In particolare, le con-
segne selezionate risultano idonee a promuovere la gestione dell'ordinalita, attraverso il lavoro sulla
sequenza stabile delle parole-numero; il senso ricorsivo, attraverso I'esperienza iterata del “+1” resa
visibile e udibile dall'app; la consapevolezza della relazione di precedente e successivo; la corrispon-
denza biunivoca tra gesto e produzione numerica; la gnosia digitale e la motricita fine.

Per quanto riguarda la DR1, l'analisi a posteriori delle interazioni osservate indica una sostanziale
coerenza tra gli aspetti di senso del numero anticipati nell'analisi a priori e quelli effettivamente mo-
bilitati dai bambini e dalle bambine nello svolgimento delle consegne. Nella maggior parte dei casi, i
partecipanti hanno messo in atto schemi coerenti con quelli anticipati, oppure schemi parzialmente
diversi ma comunque tali da mobilitare gli stessi aspetti di senso del numero individuati a priori.
Particolarmente rilevante é risultata I'evoluzione degli schemi nel corso delle sessioni: da modalita ini-
zialmente centrate soprattutto sull'esecuzione del gesto o sull‘ascolto del feedback, si & progressiva-
mente osservata una maggiore capacita di coordinare azione, feedback e anticipazione del risultato.
Tale evoluzione suggerisce una crescente organizzazione dell‘attivita attorno a invarianti operazionali
pertinenti, in particolare rispetto alla gestione dell'ordinalita e al senso ricorsivo.

In relazione alla DR2, I'analisi dei disegni della mano non dominante pre- e post-intervento evidenzia
un rafforzamento significativo della consapevolezza della struttura della propria mano nella maggior
parte dei partecipanti. Se inizialmente le dita risultavano spesso omogenee, incomplete o in numero
non corretto, al termine del percorso 15 bambini e bambine su 17 hanno rappresentato chiaramente
cinque dita distinguendo il palmo. Tali evidenze suggeriscono un consolidamento della gnosia digita-
le, intesa come rappresentazione mentale e controllo delle proprie dita, competenza che la letteratura
indica come correlata allo sviluppo numerico (Gracia-Bafalluy & Noél, 2008). Questo risultato appare
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coerente con la natura embodied delle interazioni proposte, nelle quali la produzione numerica avvie-
ne attraverso l'azione intenzionale delle dita.

Un elemento cruciale emerso dall‘analisi, e visibile per esempio nelle interazioni analizzate di B10,
riguarda il ruolo della ricercatrice nello sviluppo e nella stabilizzazione degli schemi osservati. Alla luce
del costrutto di schema adottato (Vergnaud, 2009), I'interesse analitico non coincide con la mera ese-
cuzione corretta della consegna, ma con la progressiva organizzazione dell'attivita e con la possibilita
di inferire invarianti operazionali pertinenti, descritti nel nostro studio in termini di aspetti di senso
del numero mobilitati. In diverse situazioni, i bambini e le bambine hanno inizialmente adottato stra-
tegie non coerenti con gli schemi anticipati o hanno mostrato difficolta a risolvere alcune consegne.
Lintervento della ricercatrice ha svolto allora una funzione regolativa fondamentale: I'artefatto digi-
tale, infatti, non garantisce di per sé che vengano mobilitati gli aspetti di senso del numero su cui la
consegna é progettata. Attraverso richiami mirati, riformulazioni della consegna, domande orientate
e l'esplicitazione degli effetti delle azioni, la ricercatrice ha sostenuto la ristrutturazione delle regole
d'azione e ha guidato I'attenzione verso le informazioni rilevanti della situazione. In questa prospet-
tiva, la sua mediazione ha offerto pit di un semplice supporto esecutivo: ha favorito I'emergere e |l
consolidamento di schemi fondati su aspetti importanti di senso del numero, in particolare relativi
alla gestione dell‘ordinalita, al senso ricorsivo, alla cardinalita, alla motricita fine e alla gnosia digita-
le. 'andamento talvolta non lineare delle prestazioni suggerisce che tali aspetti fossero, per diversi
partecipanti, in fase di consolidamento. Tali oscillazioni possono essere interpretate come indicatori
di processi di riorganizzazione cognitiva in atto, nei quali la riproposizione delle consegne e la guida
della ricercatrice hanno svolto una funzione di progressiva stabilizzazione degli schemi.

Nel complesso, le evidenze raccolte suggeriscono che un‘app multi-touch come TouchCounts, se
integrato in un percorso didattico intenzionale e mediato, possa costituire un ambiente particolar-
mente favorevole per sostenere non solo la cardinalita, ma anche la costruzione del numero come
successione ordinata e struttura ricorsiva. Questo contributo appare rilevante rispetto a una parte
della letteratura che tende a privilegiare il lavoro sulla numerosita come quantita, mostrando invece
come sia possibile lavorare precocemente anche sulla gestione dell'ordinalita e sul senso ricorsivo.
Infine, emerge la necessita di concepire tali interventi non come esperienze isolate o di breve durata,
ma come parte di una pratica didattica pit ampia e continuativa, in cui artefatti digitali, corporeita,
manipolazione di oggetti fisici e discussione guidata si integrino in modo coerente. Un‘esposizione
graduale e sistematica a esperienze di questo tipo pud favorire uno sviluppo armonico delle compo-
nenti cardinali e ordinali del senso del numero, sostenendo la costruzione di schemi sempre piu stabili
e flessibili fin dalla scuola dell'infanzia.
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Sunto / Larticolo presenta un percorso didattico
esplorativo rivolto a una classe di quinta elemen-
tare, finalizzato a promuovere il pensiero strategi-
co nella risoluzione di problemi e giochi di mate-
matica. Il percorso € nato dall’osservazione di
alcune difficolta degli allievi nell’organizzazione
dei processi risolutivi e nell’'uso di rappresentazio-
ni grafiche, a fronte di un elevato coinvolgimento
dei bambini nella risoluzione di giochi e indovi-
nelli logici. Attraverso problemi e giochi, gli allievi
sono stati guidati a riconoscere, sviluppare e riuti-
lizzare strategie risolutive efficaci, valorizzando in
particolare il ricorso a rappresentazioni grafiche e
al ragionamento per analogia. I’analisi dei proto-
colli di risoluzione evidenzia un progressivo affi-
namento delle strategie adottate e una maggiore
capacita di riflessione sull’errore.

Parole chiave: risoluzione di problemi; giochi di
strategia; strategie risolutive; analogia; rappre-
sentazioni grafiche.

Abstract / The article presents a teaching expe-
rience aimed at a fifth-grade class, designed to
promote strategic thinking in mathematical
problem-solving and games. The teaching expe-
rience arose from the observation of certain dif-
ficulties experienced by pupils facing organiz-
ing problem-solving processes and using
graphic representations, despite the children’s
high level of engagement in solving logic puz-
zles and riddles. Through problems and games,
pupils were guided to recognize, develop, and
reuse effective problem-solving strategies, with
particular emphasis on the use of graphic rep-
resentations and reasoning by analogy. Analy-
sis of the problem-solving protocols highlights a
gradual refinement of the strategies adopted
and a greater ability to reflect on mistakes.

Keywords: problem-solving; strategy games;
problem-solving strategies; analogical reason-
ing; graphical representations.
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1 Introduzione

Il percorso didattico descritto in questo articolo & stato proposto a una quinta elementare ticinese ed
& stato ideato sulla base delle necessita e delle caratteristiche del gruppo classe. Da un lato, durante
I'osservazione dello svolgimento degli esercizi e dei problemi matematici affrontati nella prima parte
dell'anno scolastico, erano emerse negli allievi' alcune difficolta nell'organizzazione del processo risolu-
tivo e nell’'uso delle rappresentazioni grafiche. D'altro canto, era stato individuato un grande coinvolgi-
mento e interesse degli allievi nei momenti in cui venivano proposti loro indovinelli e piccoli problemi di
logica. Nella seconda parte dell'anno scolastico, si & quindi deciso di proporre agli allievi un percorso di-
dattico che, da una parte, potesse essere coinvolgente creando un clima di lavoro favorevole al loro ap-
prendimento e, dall'altra, potesse promuovere la capacita di trasferire nella risoluzione di un problema
dato le strategie e i procedimenti appresi in situazioni analoghe affrontate in precedenza, valorizzando
in particolare le possibili rappresentazioni grafiche in linea con quanto promosso dal Piano di studlio del-
la scuola dell'obbligo ticinese (Dipartimento dell'educazione, della cultura e dello sport [DECS], 2022).
Si & colta quindi l'opportunita delle iniziative organizzate dall’istituto scolastico legate alla Giornata
Mondiale della Logica? per introdurre il percorso didattico qui descritto costituito da attivita di risolu-
zione di problemi e giochi di logica. Al termine degli interventi sono stati poi analizzati i protocolli di
risoluzione degli allievi per valutare I'emergere e lo svilupparsi delle diverse strategie risolutive adottate
dagli allievi. Per maggiori dettagli si rimanda al lavoro di tesi,” da cui & tratto il presente contributo.

2 Larisoluzione di problemi

Quotidianamente ogni individuo, consapevolmente o inconsapevolmente, si confronta con una o piu
situazioni che richiedono di affrontare problemi di diverso genere. Si definisce problema, infatti,

«Ogni quesito di cui si richieda ad altri o a sé stessi la soluzione, partendo di solito da elementi
noti. [...] Qualsiasi situazione, caso, fatto che, nell’'ambito della vita pubblica o privata, presenti
difficolta, ostacoli, dubbi, inconvenienti pit o meno gravi da affrontare e da risolvere».

(Istituto della Enciclopedia Italiana fondata da Giovanni Treccani, 2023b)

Il problema risulta essere distinto dalla situazione problematica che viene invece descritta come «il siste-
ma di competenze reali nelle quali si pud immaginare quanto descritto da un testo e dal suo significato,
all'interno delle esperienze del singolo» (D’Amore & Marazzani, 2003, p. 4). Vi sono diverse proposte
e puntualizzazioni in letteratura rispetto a questa differenza ma tutte sono accomunate dal fatto che
«non c'é problema se non c'é una situazione problematica che crea una domanda, rispondere alla quale
sia per qualche motivo causa di difficolta» (D’Amore & Marazzani, 2003, p. 5). Risolvere un problema
significa quindi «trovare una strada per uscire da una difficolta, una strada per aggirare un ostacolo, per
raggiungere uno scopo che non sia immediatamente raggiungibile». E, proprio dovuto alla natura dei

1. I genere maschile viene usato in questo articolo per designare persone, indipendentemente dal genere.

2. La Giornata Mondiale della Logica (World Logic Day), proclamata dall'lUNESCO nel 2019, si celebra ogni anno il 14 gennaio
per valorizzare il ruolo fondamentale della logica nella promozione della conoscenza, nell’avanzamento scientifico e nella
formazione del pensiero critico (https://www.unesco.org/en/days/world-logic).

3. Lavoro di Tesi di Nina Dagani (2025) svolto nell’ambito del Bachelor of Arts in Insegnamento per il livello elementare (anni
scolastici 3-7), presso il Dipartimento formazione e apprendimento / Alta scuola pedagogica, Scuola universitaria professionale
della Svizzera italiana. Relatrice: Marta Barbero.
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problemi e alla frequenza con cui si affrontano, «risolvere problemi & un'impresa specifica dell'intelligen-
za e l'intelligenza ¢ il dono specifico del genere umano: si puo considerare il risolvere problemi come I'at-
tivita piu caratteristica del genere umano» (Polya, 1945, citato da D’Amore & Marazzani, 2003, pp. 4-5).
Guardando alla didattica della matematica, risulta difficile definire in modo univoco un problema per
il fatto che lo stesso compito puo risultare un ostacolo per alcuni mentre per altri no; I'essere un pro-
blema o meno non ¢ infatti legato a proprieta intrinseche del compito proposto quanto alla relazione
tra I'allievo e il compito che «rende il compito un problema per quella persona» (Schoenfeld, 1985, p.
74, traduzione dell'autrice). E utile quindi sottolineare ai fini didattici la differenza tra un “esercizio”
e un “problema” che spesso vengono utilizzati come sinonimi. «Entrambi concernono situazioni pro-
blematiche causate da vari fattori: una proposta dell'insegnante (pit 0 meno motivata), test o quiz,
effettiva e reale nella quale I'alunno o la classe si ritrova» (D’Amore & Marazzani, 2003, p. 2), ma vi &
una sostanziale differenza tra le due tipologie. Un esercizio puo essere risolto dall'allievo applicando
conoscenze e competenze gia acquisite in precedenza o in via di consolidamento, attivando quindi
un comportamento automatico esecutivo e riproduttivo di strategie e regole. In questo caso le cono-
scenze e le competenze dell‘allievo sono sufficienti al fine di trovare la soluzione al compito, e I'errore,
guando presente, & sintomo di una lacuna legata ad esse o alla loro applicazione. Contrariamente,
nella risoluzione di un problema, I'allievo si confronta con la messa in campo di conoscenze e com-
petenze che non sono ancora all'interno del suo bagaglio cognitivo. In un problema, infatti, I'allievo,
attingendo alle sue risorse, & tenuto ad applicare anche scelte strategiche e creative al fine di identifi-
care la strada risolutiva del compito piu rapida ed efficace. Non si tratta quindi di un consolidamento
0 un‘applicazione di conoscenze e competenze, come nel caso degli esercizi, ma di uno strumento di
acquisizione di conoscenza che avviene tramite la combinazione inedita di esperienze pregresse, la
scoperta di nuove strategie risolutive, il confronto con i possibili errori 0 ostacoli incontrati e superati
ecc. (D'Amore & Marazzani, 2003). Ogni individuo che si confronta con un problema matematico
dovra probabilmente cambiare il suo punto di vista numerose volte; in alcune occasioni, ad esempio,
si tende a precipitarsi verso una soluzione apparentemente semplice e immediata, comprendendo in
seqguito che questa non e applicabile o risulta errata (Polya, 1967).

Al fine di procedere in maniera efficace nella risoluzione di un problema sono state identificate da
diversi autori alcune fasi caratteristiche del processo di risoluzione, in questo lavoro si fara riferimento
alle fasi di risoluzione identificate da Polya (1967):

1. Comprensione del problema. Questa prima fase & di fondamentale importanza per identificare
le informazioni principali, le incognite e le condizioni presentate nel problema. Se vi & una figura
legata al testo, che risulti quindi essere fondamentale per la sua risoluzione, allora la sua rappre-
sentazione diventa una parte importante della comprensione del problema stesso.

2. Compilazione o elaborazione di un piano. In questa fase, si tratta di passare dalla comprensione
del problema alla progettazione di azioni e strategie da operare per procedere alla sua risoluzione.
E la pit complessa poiché vi sono numerose strategie possibili per la risoluzione di un problema,
e non é facile a volte trovare «un'idea luminosa» (Polya, 1967, p. 28) quando non si conosce in
maniera precisa il tema trattato.

3. Sviluppo del piano. La terza fase prevede la messa in pratica del piano e delle strategie sviluppate
nella fase precedente per proseguire verso la risoluzione del problema. In questa fase sono pre-
senti dei momenti di controllo dell’efficacia delle strategie applicate che permettono di rendersi
conto se la scelta e stata efficace o se non portera a una soluzione corretta; nel secondo caso sara
necessario tornare alla fase precedente (compilazione o elaborazione di un piano) per studiare una
nuova strategia differente e per applicarla successivamente nello sviluppo del nuovo piano.

4. Verifica. La fase conclusiva & importante per verificare la correttezza della soluzione e I'efficacia
del processo di risoluzione adottato. Grazie a quest’ultima fase si analizza I'intero operato e, in
caso di errore, si ripercorrono le quattro fasi al fine di procedere verso una risoluzione differente.
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Scelto efficacemente un problema, in modo che sia motivante e accessibile agli allievi, il docente pud
supportare gli allievi lungo le quattro fasi di risoluzione quando necessario. Ma non solo, anche al
termine della risoluzione, la messa in comune delle strategie adottate, la riflessione sulla loro appli-
cazione e sulle soluzioni trovate permette di portare avanti un lavoro metacognitivo efficace per le
risoluzioni future.

«Un bravo insegnante dovrebbe riuscire a far comprendere, ed inculcare ai suoi allievi la consa-
pevolezza, che nessun problema di matematica puo essere considerato definitivamente chiuso.
Resta sempre qualcosa da dire ancora sopra di esso [...], si pud sempre giungere ad una piu
profonda comprensione del risultato».

(Polya, 1967, p. 33)

2.11giochi di strategia e ’analogia con la risoluzione di problemi

| giochi di strategia, siano essi da tavolo o digitali, per uno o piu giocatori, si basano su determinate
regole e obiettivi per i giocatori coinvolti. Per conseguire i diversi obiettivi, i giocatori scelgono auto-
nomamente il percorso da seguire, elaborando tattiche e strategie fondate sulle informazioni dispo-
nibili e sulle proprie competenze. Lo scopo ¢ individuare una strategia vincente che permetta loro di
prevalere, e in cui la fortuna abbia un ruolo minimo o sia totalmente assente (Barbero, 2020).
Diversamente da altre tipologie di giochi risulta rilevante nella loro risoluzione lo sviluppo del pensiero
strategico e la capacita di pianificazione e organizzazione di un pensiero logico. Risolvere un gioco di
strategia richiede infatti la comprensione della situazione iniziale e I'analisi dei vincoli posti dal pro-
blema che avvengono generalmente nelle fasi iniziali di familiarizzazione con il gioco, I'elaborazione
di un piano d‘azione e la scelta di strategie al fine di poterle applicare per giungere all'obiettivo. La
struttura stessa del gioco inoltre consente un riscontro quasi immediato sull’efficacia o meno della
strategia messa in atto. Successivamente, la riflessione sulle strategie sviluppate e sul percorso seguito
permette al giocatore di affinare e generalizzare la strategia vincente per poterla applicare in partite
successive o0 in giochi analoghi. In questo senso, la dinamica dei giochi di strategia € analoga a quella
dei problemi matematici: entrambi richiedono di selezionare e combinare delle conoscenze pregres-
se, portano a sviluppare un ragionamento strategico e creativo e favoriscono riflessioni sui risultati
ottenuti. Le fasi di risoluzione di problemi e giochi sono infatti analoghe e analoghe sono anche le
tipologie di strategie che si possono applicare in entrambi i contesti; si pensi ad esempio alle strategie
che si applicano facendo riferimento alla simmetria del gioco o del problema, al supporre il gioco o il
problema risolto, all’'uso di rappresentazioni grafiche come supporto alla risoluzione, all'applicazione
di analogie ecc. | giochi di strategia offrono un contesto ideale per lavorare sulla risoluzione dei pro-
blemi e sulle strategie ad essa associate (Barbero, 2015). | giochi di logica rappresentano una forma
particolare di giochi di strategia. Problemi classici come “Il lupo, la capra e i cavoli”, ad esempio,
mostrano chiaramente come ogni scelta comporta delle conseguenze immediate, rendendo evidente
la necessita di pianificare e verificare le varie mosse effettuate. Guardando al problema “Il lupo, la
capra e i cavoli”:

«Un contadino deve attraversare un fiume con un lupo, una capra e dei cavoli. La barca & cosi
piccola che pud trasportare solo il contadino e con lui solamente il lupo, o la capra, o i cavoli. Se
il contadino lasciasse il lupo solo con la capra, il lupo si mangerebbe la capra; se lasciasse la capra
sola con i cavoli, la capra si mangerebbe i cavoli. Come riesce il contadino ad attraversare il fiume
con il suo carico?»

(Ignatiev, 1978, p. 25, traduzione dell’autrice)

Esso si puo risolvere con strategie differenti. Si possono usare degli oggetti a rappresentare i diversi
elementi per poi spostarli da un lato all'altro del “fiume” rappresentato dallo spazio tra due tavoli, si
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puo procedere per tentativi ed errori, si puo rappresentare il problema algebricamente, graficamente,
tramite tabelle e diagrammi ecc. Ad esempio, rappresentando graficamente la situazione, si potrebbe
ottenere una risoluzione che coinvolge simboli e frecce e mostra i diversi spostamenti della barca per
trasportare i tre oggetti sulla sponda opposta del fiume senza che la capra rimanga mai da sola con
il lupo o con i cavoli (Figura 1).

Fiume
LPC
c| — P
e| —— |p
L] —C . |p
Ll —P ¢
Pl — Lt . |c
Pl — |Lc
P .l
LPC
Figura 1. Possibile diagramma risolutivo del problema “Il lupo, la capra e i cavoli” dove L sta per Iupo,

P sta per capra e C sta per cavoli e le frecce indicano i viaggi della barca da una sponda all’altra del fiume

| giochi di strategia e i giochi di logica rientrano nel campo pit ampio della matematica ricreativa, che,
oltre a questi, comprende diversi altri giochi come enigmi, rompicapi, puzzle, indovinelli ecc. Queste
attivita generalmente vengono affrontate per piacere personale soprattutto in ambito non scolastico.
La pratica di tali attivita anche in classe consente agli alunni di affrontare problemi di diversa natura in
modo coinvolgente e stimolante, affinando le loro capacita di ragionamento e promuovendo un ap-
proccio strategico sempre pil consapevole, offrendo agli allievi la possibilita di vedere concretamente
un legame tra pianificazione, azione e conseguenza e di imparare a riflettere sulle proprie strategie
risolutive (Peres & Sharagli, 2021).

2.2 Strategie di risoluzione

Insieme alle fasi di risoluzione di problemi si & cominciato ad approfondire anche lo sviluppo delle stra-
tegie risolutive messe in atto nel processo di risoluzione, ovvero di quella che viene chiamata euristica,
il cui scopo & «lo studio dei metodi e delle leggi di invenzione e di scoperta» (Polya, 1967, p. 119) di
compiti come i problemi che stimolano la mente e la cui risoluzione e possibile solo attraverso indagini
e riflessioni (Schoenfeld, 1985). Nel corso del tempo sono state proposte diverse descrizioni e classifi-
cazioni delle tecniche che vengono utilizzate singolarmente o in combinazione tra loro per compiere
progressi nella risoluzione, in questo paragrafo verranno presentate quelle maggiormente implicate e
osservate nel percorso didattico proposto alla classe (Barbero, 2015; Polya, 1967; Schoenfeld, 1985).

2.2.1 Le rappresentazioni nella risoluzione di problemi

Nella risoluzione di problemi risulta efficace al ragionamento rappresentare il problema ovvero adot-
tare «un conveniente sistema di notazioni facilmente riconoscibile e particolarmente utile a tradurre
il nostro pensiero» (Polya, 1967, p. 141) che pud essere grafico, verbale, simbolico, numerico ecc. a
seconda della tipologia di problema e delle competenze e abilita del solutore. L'utilizzo di elementi a
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supporto delle considerazioni e dei ragionamenti nella risoluzione risulta efficace solo se strutturato
in maniera pertinente, ovvero «quando l'ordine e la connessione dei simboli riflettono I'ordine e la
connessione degli enti a cui si riferiscono» (Polya, 1967, p. 141).

Tra le diverse rappresentazioni, puo facilitare il processo di risoluzione la rappresentazione grafica del
problema, che sia essa una figura geometrica, un disegno, una tabella, un grafico, un diagramma ecc.
La rappresentazione grafica & infatti «un elemento ausiliario fondamentale in ogni problema» (Polya,
1967, pp. 111-112), sia quando ¢ lei stessa parte del problema, sia quando la si costruisce come suppor-
to ausiliare al ragionamento. In entrambi i casi pud essere usata per analizzare al meglio la situazione,
ovvero per studiare le caratteristiche e la configurazione delle informazioni iniziali, e per esaminarne
i dettagli, ovvero per focalizzare I'attenzione sulle diverse parti del problema e sulle possibili connes-
sioni tra esse. La rappresentazione grafica oltre ad essere un passaggio essenziale per lo sviluppo di
ragionamenti e riflessioni logiche matematiche, per organizzare e rappresentare sinteticamente le in-
formazioni e per cogliere relazioni tra esse, pud facilitare il trasferimento di conoscenze e competenze
ad altre situazioni. E una strategia che per poter essere usata ha alla base la «capacita di trasferimento
da un contesto all'altro, da un linguaggio verbale a un linguaggio iconico [...] e di porre in relazione
in modo flessibile, non legato a una sola formulazione o a una modalita» (Pontecorvo & Pontecorvo,
1985, p. 310). Questa abilita, perd, non si acquisisce se non esercitandola. Durante la risoluzione del
problema ogni allievo ¢ libero di rappresentarlo in modo diverso e personale, cercando di raffigurare
al meglio e secondo le proprie esigenze quanto necessario al raggiungimento della soluzione. La scelta
di inserire i particolari nelle rappresentazioni grafiche varia per ciascun allievo, ma rimane costante
il legame con gli elementi in gioco. L'utilizzo di colori, ad esempio, pud aiutare l'allievo a mettere in
risalto alcuni elementi ritenuti pit importanti o che necessitano di maggiore attenzione. Tra le rappre-
sentazioni grafiche citate dagli autori vi sono i diagrammi. Questa tipologia, tra le altre cose, permette
di produrre uno «schema grafico che ha lo scopo di rappresentare sinteticamente I'andamento di un
determinato fenomeno [...], di una successione di fatti o manifestazioni [...]» (Istituto della Enciclopedia
ltaliana fondata da Giovanni Treccani, 2023a); risulta essere molto importante in riferimento alla risolu-
zione di problemi, in quanto permette di rappresentare, osservare e analizzare anche eventuali relazioni,
movimenti e variazioni nel tempo dell’organizzazione spaziale degli elementi caratteristici e degli og-
getti coinvolti nel problema. Oltre ai diagrammi, gli allievi utilizzano altre rappresentazioni nel processo
risolutivo come disegni, segni, lettere e numeri. Al fine di poter analizzare le rappresentazioni prodotte
dagli allievi durante la risoluzione del problema e valutare il tipo di supporto al processo di risoluzione
scelto, vengono utilizzate per queste rappresentazioni le definizioni proposte da Sharagli et al. (2021c,
p. 2) — che riprendono quelle di Hughes (1982), in particolare per problemi aritmetici — distinguendo tra
rappresentazione pittorica, iconica (entrambe rappresentazioni grafiche), linguistica e simbolica:

— Pittografica o pittorica: gli allievi riproducono fedelmente uno o pit elementi descritti dal proble-
ma. Prendendo come esempio il problema “Il lupo, la capra e i cavoli” (par. 2.1) I'allievo si trovereb-
be a raffigurare con dei disegni realistici gli animali, il pastore e/o la barca che attraversa il fiume.

— Iconica: gli allievi non riproducono fedelmente gli elementi presentati dal problema, ma utilizzano
altri segni grafici per distinguerli. Nel caso del problema de “Il lupo, la capra e i cavoli” potrebbero
utilizzare segni grafici come un cerchio, un quadrato, un triangolo, una croce, o in generale un
segno per distinguere i vari personaggi.

— Linguistica: gli allievi non utilizzano disegni specifici o segni grafici per raffigurare il problema, ma
scrivono vere e proprie frasi di senso per descrivere quanto avviene nella situazione proposta.

— Simbolica: gli allievi utilizzano numerali indo-arabi, segni relativi alle operazioni o una notazione
simbolica. La notazione simbolica viene intesa sia in modo convenzionale, quando si usano le
lettere per indicare gli elementi del problema che vengono trattati come variabili all'interno di for-
mule, sia in modo non convenzionale, quando si utilizzano lettere specifiche per indicare oggetti
o elementi del problema.
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2.2.2 Analogia

'analogia e «una specie di somiglianza fra cose distinte. Oggetti simiglianti concordano fra loro sotto
qualche aspetto, oggetti analoghi concordano per determinate relazioni che intercedono fra le loro
parti corrispondenti» (Polya, 1967, p. 57). Guardando alla risoluzione di problemi, usare l'analogia
come strategia risolutiva consiste nell'individuare tra i problemi affrontati in precedenza un problema
simile a quello che si sta risolvendo, cosi da poter utilizzare le conoscenze pregresse, acquisite nella
risoluzione del problema gia affrontato, per facilitare la risoluzione. Conoscendo gia un problema
simile, infatti, gli allievi possono fare riferimento alle strategie adottate in precedenza per riprodurle
nel nuovo problema. Spesso non si riesce ad individuarne uno esattamente uguale a quello su cui si
lavora, ma si tratta di trovare degli elementi comuni che possano essere fonte di ispirazione o aiuto
nel processo di ricerca della soluzione. Il «<modello da seguire» (Polya, 1967, p. 60) potrebbe riguarda-
re il metodo applicato nella risoluzione, i passaggi effettuati, il risultato ottenuto o una combinazione
di questi aspetti; infatti, che sia la struttura del testo, I'immagine proposta, la richiesta o il modello
risolutivo «ogni aspetto del problema attuale che abbia avuto una parte essenziale nella risoluzione
di qualche altro problema puo rivelarsi di nuovo importante» (Polya, 1967, p. 118).

L'analogia ha un ruolo molto importante nella seconda fase di risoluzione di un problema, la compilazio-
ne o l'elaborazione di un piano: facendo riferimento a problemi gia noti e alle loro esperienze pregresse,
gli allievi sono in grado di selezionare alcune possibili strategie risolutive; la ricerca di problemi analoghi
puo essere di notevole aiuto nella risoluzione, tuttavia, non & sempre facile individuare e dichiarare delle
analogie tra problemi noti. Infatti, spesso gli allievi utilizzano I'analogia in maniera totalmente incon-
sapevole senza riferirsi esplicitamente alle loro conoscenze pregresse. In questa fase I'insegnante puo
essere di supporto agli alunni con «un‘assistenza discreta» (Polya, 1967, p. 28), cercando di fornire loro
dei suggerimenti che li portino a pensare a situazioni vissute in precedenza e che possano essere di sup-
porto. L'analogia puo anche essere utilizzata esplicitamente come «strumento didattico per ragionare,
pensare, sperimentare, porsi domande intelligenti ed acute» (Sbaragli et al., 2008, p. 5), proponendo
attivita specifiche in successione, e discutendo delle strategie adottate nelle diverse situazioni, favorendo
cosl una messa in comune dei processi risolutivi e una riflessione metacognitiva sugli approcci utilizzati.
In questo modo, gli allievi hanno l'opportunita di riconoscere elementi ricorrenti tra problemi diversi e di
comprendere come una stessa strategia possa essere utilizzata e adattata a contesti differenti. Un uso
piu consapevole dell'analogia contribuisce pertanto a superare una risoluzione basata unicamente su
tentativi casuali, orientando I'azione dei bambini verso scelte intenzionali e motivate. All'interno di un
percorso didattico strutturato, I'analogia diventa uno strumento per promuovere il pensiero strategico
sostenendo gli alunni nella costruzione di procedimenti risolutivi sempre pit autonomi e consapevoli.

3 Metodologia

Il percorso didattico che viene descritto in questo articolo & stato proposto a una classe quinta ele-
mentare ticinese, composta da 18 allievi durante i mesi primaverili dell’anno scolastico.

3.1 Struttura e giustificazione delle scelte del percorso proposto

Il percorso & costituito da tre parti: la prima dedicata ai problemi di attraversamento, la seconda ai
problemi con i fiammiferi e I'ultima ad attivita di risoluzione della torre di Hanoi. E stata presa questa
decisione in quanto tutte e tre le tipologie di problemi e giochi permettono di proporre problemi
analoghi, diversi tra loro per difficolta e configurazione iniziale ma sempre appartenenti alla stessa
“famiglia”. Inoltre, si tratta di tipologie di problemi che permettono di raffigurare la soluzione tramite
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una rappresentazione grafica, cosi da poter osservare se, nelle diverse risoluzioni, vi sono dei pattern
ricorrenti indicatori dell'emergere di analogie. Sono tutti problemi di logica che non richiedono calcoli
matematici specifici, ma puntano alla ricerca di strategie e ragionamenti per procedere nella risoluzio-
ne. Infine, queste tre tipologie differiscono nella presentazione dei contenuti, i primi sono espressi in
forma scritta (word problems), i secondi presentano sempre un‘immagine di partenza che deve essere
modificata, mentre gli ultimi riguardano un gioco strategico fisico che gli allievi creano e utilizzano
nella risoluzione. Durante il percorso, gli allievi si sono confrontati settimanalmente con due problemi
o giochi di logica e un momento di condivisione delle strategie utilizzate nella risoluzione e delle even-
tuali difficolta incontrate. Un primo approccio ai problemi del percorso & avvenuto il 14 gennaio in
vista della Giornata Mondiale della Logica, in cui si & colta I'occasione per introdurre il tema in classe
presentando sinteticamente |'origine della logica e le sue molteplici applicazioni, e proponendo agli
allievi alcuni giochi di logica, sudoku e quadrati magici, e alcuni problemi, indovinelli piu semplici e il
classico problema di attraversamento "Il lupo, la capra e i cavoli” (par. 2.1) che e stato proposto come
incipit della prima fase del percorso.

3.1.1 Fase 1: problemi di attraversamento

Questa tipologia di problemi ha avuto una grande diffusione nel Medioevo, proprio grazie al pro-
blema “Il lupo, la capra e i cavoli” molto conosciuto anche oggi (par. 2.1). Vi sono moltissime versioni
del problema, alcune semplificate ed altre piu complesse, tutte perd presentano delle caratteristiche
molto simili. Generalmente si tratta di problemi in cui dei personaggi devono attraversare un fiume
(con una barca) o un ponte per muoversi da un punto A a un punto B. Ad avere un forte impatto sulla
risoluzione sono le condizioni poste nelle diverse varianti, come il numero di individui che possono
stare contemporaneamente sulla barca o sul ponte e le limitazioni riguardanti I'attesa in entrambe le
sponde del fiume (o estremi del ponte).

In alcuni casi vengono presentati ulteriori vincoli per facilitare o complicare la risoluzione del problema
stesso. Per esempio, riprendendo il problema “Il lupo, la capra e i cavoli” vi sono varianti che aggiun-
gono uno o pit elementi che & necessario far attraversare, ad esempio questa, che risulta impossibile:

Il pastore Raimondo torna dal suo amico per fare altri acquisti. Questa volta compra un cane,
un lupo, una pecora e dei cavoli. Sulla strada del ritorno c’e un fiume e quindi Raimondo deve
traghettare, al di la del fiume, il cane, il lupo, la pecora e i cavoli. Per farlo, Raimondo ha a disposi-
zione una piccola barca, che riesce a portare — oltre a lui — solo uno fra cane, lupo, pecora e cavoli.
Purtroppo, in assenza del pastore, il cane si azzuffa col lupo, il lupo mangia la pecora, la pecora
mangia i cavoli. D'altra parte, il lupo e i cavoli possono essere lasciati soli senza che accada nulla,
cosi come il cane puo essere lasciato solo sia con la pecora sia con i cavoli.

Come fa Raimondo a traghettare sull’altra sponda tutti sani e salvi?*

Oppure varianti che modificano oltre al numero di elementi da far attraversare la quantita di elementi
che possono stare all'interno della barca, come questa variante che risulta avere piu soluzioni:

Il pastore Raimondo torna dal suo amico per fare altri acquisti. Questa volta compra un gatto, un
cane, un lupo, una pecora e della lattuga. Sulla strada del ritorno ¢’ un fiume e quindi Raimondo
deve traghettare, al di la del fiume, il gatto, il cane, il lupo, la pecora e la lattuga. Data la sua prece-
dente esperienza negativa, Raimondo si procura una barca piu grande: oltre a lui, la barca riesce a
portare due fra gatto, cane, lupo, pecora e lattuga. Purtroppo, in assenza del pastore: il gatto litiga
col cane, il cane si azzuffa col lupo, il lupo mangia la pecora, la pecora mangia la lattuga.

Come fa Raimondo a traghettare sullaltra sponda tutti sani e salvi?”

4. Tratto da https:/it.oiler.education/scuola/materiali/primaria/lullo/248/lupo-capra-e-cavoli
5. Tratto da https://it.oiler.education/scuola/materiali/primaria/lullo/248/lupo-capra-e-cavoli
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In questo percorso sono stati proposti dei problemi di attraversamento modificando il numero di elementi
da trasportare, la quantita di elementi possibili da trasportare contemporaneamente e, nell’ultimo proble-
ma, inserendo un vincolo riguardante il tempo massimo da impiegare per far attraversare ciascun elemento.

3.1.2 Fase 2: problemi con i fiammiferi

A differenza dei problemi di attraversamento, quelli con i fiammiferi presentano delle immagini in cui
vengono proposte delle configurazioni di fiammiferi che risultano essere molto significative sia per
essere osservate e analizzate, sia per essere riprodotte con materiale concreto. Vi sono numerosi pro-
blemi, diversi tra loro, che vedono I'utilizzo di fiammiferi (o stuzzichini). Alcuni richiedono di analizzare
la configurazione statica e di contare il numero di figure presenti (Figura 2).

Osserva con attenzione questa griglia e tocca una e una sola volta ogni quadrato
che riesci a vedere. Attento, i quadrati possono anche essere formati da pit quadrati
piccoli messi insieme!

[ —

Figura 2. Problema con i fiammiferi tratto da Sbaragli et al. (2021b), immagine elaborata da Sbaragli et al. (2023).

Altri chiedono di spostare dei fiammiferi per ottenere una determinata configurazione (Figura 3).

Silvia propone una nuova sfida a Daniele: provare a togliere otto fiammiferi da questa
figura, in modo da ottenere al suo interno due quadrati oltre ad altre forme. Prova anche
tu a risolvere questa nuova sfida. Se necessario, aiutati con il materiale presente in aula.

Figura 3. Problema con i fiammiferi tratto da Sbaragli et al. (2023)
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Altri ancora sono problemi di generalizzazione come ad esempio (Figura 4).

Osserva le tre figure create con i fiammiferi. Ipotizzando che da una figura alla sua
successiva si aggiungano dei fiammiferi mantenendo sempre la stessa logica, quanti
fiammiferi saranno necessari per creare |'ottava figura? Motiva la tua risposta.

ITD><LID>IIID

figura figura 2 figura3 figura 4

Figura 4. Problema con i fiammiferi tratto da Sbaragli et al. (2021a).

Quelli che sono stati proposti in questo percorso prevedono l'aggiunta, I‘'omissione o lo spostamento
di un numero definito di fiammiferi per modificare la disposizione iniziale. Le indicazioni proposte nel
testo riguardano il numero di pezzi che devono essere tolti/spostati e la rappresentazione finale che
si intende ottenere.

3.1.3 Fase 3: torre di Hanoi

La torre di Hanoi (Figura 5), gioco venduto per la prima volta in Francia da N. Claus de Siam nel 1883,
& un rompicapo matematico formato da tre paletti e una serie di dischi di diversa grandezza impilati
in maniera decrescente (Castellani, 2013).

Figura 5. La torre di Hanoi.

Lo scopo del gioco e quello di trasportare la torre di dischi (impilati in maniera decrescente come a
formare un cono) da un paletto iniziale a uno qualsiasi degli altri due a disposizione. Vi sono due uni-
che regole da seguire nel processo risolutivo: & possibile muovere un solo disco alla volta, in nessun
caso si pud posizionare un disco con diametro maggiore sopra a un disco con diametro minore.

Vi sono diverse possibili strategie da adottare nella risoluzione del rompicapo, cosi come vi & una
formula matematica volta a indicare il minor numero di mosse da effettuare per poter spostare la
torre da un paletto ad un altro. In questa proposta & stato importante osservare e verificare in che
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maniera gli allievi muovevano i dischi in diverse situazioni senza arrivare alla formula matematica. |l
rompicapo é stato proposto inizialmente con tre dischi, questi sono stati poi aumentati gradualmente
al fine di indagare e osservare delle analogie negli spostamenti e nella risoluzione andando verso una
generalizzazione della strategia risolutiva.

3.2 Modalita di raccolta e analisi dei dati

Durante la risoluzione dei vari problemi e stato importante osservare e comprendere le strategie ap-
plicate dagli allievi, per poter lavorare assieme a loro nei momenti di discussione e favorire la costru-
zione di una nuova conoscenza per poterla applicare in situazioni analoghe successive.

Come strumenti per la raccolta dati sono stati utilizzati i protocolli risolutivi dei problemi svolti dai
singoli allievi. In tutti i problemi ogni allievo ha lavorato individualmente su una scheda: nella prima
parte veniva esplicitato il testo del problema da risolvere, e la relativa figura qualora presente, sotto
al quale vi era dello spazio che gli allievi potevano usare come meglio credevano per mostrare la
risoluzione, tenendo traccia di tutti i tentativi svolti; sul retro del foglio invece venivano poste alcune
domande di approfondimento per indagare le strategie utilizzate, le difficolta affrontate e la cono-
scenza o meno di problemi analoghi. Durante le discussioni a grande gruppo sono state osservate le
strategie adottate per la risoluzione. Inoltre, in diversi momenti della settimana sono state svolte delle
interviste individuali che hanno permesso di approfondire e chiarire le strategie utilizzate dagli allievi
nella risoluzione, e di indagare le modalita di lavoro e la trasposizione di esse nei problemi analoghi.
Successivamente, in fase di analisi, sono stati creati dei grafici per poter rappresentare al meglio
guanto emerso dalla classe e per facilitare il confronto tra le strategie utilizzate e I'osservazione di
analogie nei protocolli risolutivi. Lanalisi ha visto una prima parte pit generale sull'intera classe e suc-
cessivamente una selezione su alcuni allievi in particolare per osservare nel dettaglio I'evoluzione delle
risoluzioni del singolo allievo e la presenza di analogie nelle sue risoluzioni individuali. A conclusione
dell’analisi relativa all'analogia, per ogni fase é stato approfondito uno studio di caso riguardante
due allievi T. e N. osservando l'evoluzione delle loro strategie nelle diverse risoluzioni. T. e N. sono
stati scelti perché nelle diverse risoluzioni & possibile osservare delle analogie evidenti e significative
seppur diverse tra loro. Inoltre, i due allievi presentano differenti conoscenze e capacita a livello ma-
tematico, il secondo riscontra maggiori difficolta rispetto al primo nella risoluzione dei problemi e piu
in generale nelle attivita di matematica. E stato interessante osservare le risoluzioni di due alunni con
competenze differenti al fine di comprendere le loro riflessioni e ragionamenti nella risoluzione dei
problemi proposti.

Attraverso i problemi di logica proposti nell’itinerario si & voluta osservare ed analizzare una doppia
relazione: da una parte, come I'uso delle rappresentazioni — grafiche e non — possa rivelare I'emergere
di strategie e processi analoghi nella risoluzione del problema; dall’altra, come I'emergere dell'analo-
gia permetta l'osservazione di un‘evoluzione delle rappresentazioni grafiche a supporto della risolu-
zione del problema.

4 Il percorso e le analisi

La successione dei problemi, proposta nella Tabella 1, ha accompagnato gli allievi lungo un percorso
graduale di difficolta, valorizzando I'analogia tra situazioni diverse e incoraggiando I'utilizzo di mol-
teplici strategie risolutive.
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Intervento Attivita Durata
Fase 1: problemi di attraversamento

Problema 1 "Agenti e detenuti”. 2UD
Problema 2 “Una gita in famiglia”. 2UD
Problema 3 “Il ponte”. 2UD
Condivisione Discussione sui problemi di attraversamento. 1 UD
Fase 2: problemi con i fiammiferi

Problema 4 “Cinque quadrati congruenti”. 2UD
Problema 5 “QOtto quadrati congruenti”. 2UD
Problema 6 “Il pesce”. 2UD
Problema 7 “Il granchio”. 2 UD
Condivisione Discussione sui problemi con i fiammiferi. 1 UD
Fase 3: torre di Hanoi

Creazione del gioco irpeiggiznizndeeid\ilalrei I:)eegzzgedzldgeiIochi)r.1ziomamento della torre di Hanoi e 3UD
Problema 8 Torre di Hanoi con tre dischi. 2UD
Problema 9 Torre di Hanoi con quattro dischi. 2 UD
Problema 10 Torre di Hanoi con cinque dischi. 2UD
Condivisione Discussione sulla torre di Hanoi. 1UD

Tabella 1. Articolazione operativa del percorso

Le attivita proposte si sono articolate in tre momenti principali. Nel primo, gli allievi hanno affrontato
individualmente il problema proposto, cercando di applicare strategie risolutive e di esplorare pos-
sibili percorsi in maniera autonoma; qualora fosse necessario, dopo una prima parte individuale, gli
allievi in difficolta hanno potuto collaborare con un compagno al fine di condividere le proprie idee
e strategie nella risoluzione del problema. Successivamente, nel secondo, le soluzioni e le procedure
adottate sono state condivise all'interno del gruppo classe: in questo momento di discussione collet-
tiva gli allievi hanno proposto alla lavagna le strategie utilizzate, condiviso le difficolta riscontrate e
sottolineato le analogie con problemi affrontati in precedenza. Infine, nel terzo momento, si & pro-
mosso un confronto metacognitivo sulle strategie piu efficaci, sulle possibili alternative e sulle proce-
dure da consolidare per poter affrontare con maggiore sicurezza i problemi successivi, favorendo cosi
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I'acquisizione di competenze di pensiero strategico e di riflessione sul processo risolutivo. Alla fine di
ogni attivita sono state svolte delle interviste individuali con alcuni allievi per andare ad approfondire
alcuni elementi significativi emersi durante i vari momenti di risoluzione e condivisione.

Per ciascun problema si e prestata particolare attenzione alle modalita di rappresentazione dei dati e
delle risoluzioni degli allievi. Riguardo ad ogni risoluzione individuale del problema si & identificato il
tipo di rappresentazione scelto per elaborare le informazioni e pianificare una soluzione, ad esempio
con rappresentazioni iconiche, linguistiche ecc., ma anche tabelle, schemi ecc. Separatamente, si &
osservato |'utilizzo di diagrammi efficaci alla rappresentazione del movimento degli elementi nei di-
versi problemi. Questa osservazione ha permesso di comprendere gli strumenti utilizzati dagli allievi
nell‘organizzazione dei dati, il modo in cui li mettono in relazione e la misura in cui le rappresenta-
zioni grafiche fanno parte della pianificazione strategica per la risoluzione, diventando un supporto
concreto al pensiero strategico che consente di rendere esplicite le scelte, valutare delle alternative e
monitorare |'evoluzione e la progressione della risoluzione del problema.

4.1 Fase 1: problemi di attraversamento

Nei problemi di attraversamento, nessun allievo ha proceduto attraverso la manipolazione di oggetti
concreti; tutti hanno deciso di lavorare direttamente sulla scheda raffigurando la situazione descritta
dal problema e spiegando le proprie strategie risolutive.

4.1.1 Problema 1: “Agenti e detenuti”

Il direttore di un carcere vuole far spostare 3 detenuti da una zona ad un’altra della-
rea di detenzione incaricando del trasporto 4 agenti penitenziari.

Durante il viaggio € necessario oltrepassare un fiume con una barca che pud conte-
nere al massimo 3 uomini. Il direttore prende la precauzione che gli agenti siano in
ogni momento almeno pari al numero dei detenuti, vista la loro pericolosita. Come
organizza gli spostamenti in barca?®

Nonostante il primo problema non presenti nessuna immagine, tutti gli allievi hanno proceduto tra-
mite una rappresentazione grafica della risoluzione. La maggioranza ha realizzato una raffigurazione
pittorica accompagnata da una linguistica. Due allievi hanno risolto il problema tramite una spiegazio-
ne a parole accompagnata da una rappresentazione iconica, mentre i restanti hanno optato per una
rappresentazione grafica (pittorica o iconica) senza una rappresentazione linguistica (Figura 6). Tutti gli
allievi hanno usato un diagramma a frecce per indicare I'attraversamento del fiume.

Rappresentazioni grafiche problema n.1
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Figura 6. Modalita di rappresentazione nella risoluzione del problema “Agenti e detenuti”.

6. Tratto da: https://www.nienteperniente.it/Ilm3 12 gennaio/4agenti 3detenuti s.html.
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Guardando qualitativamente ai protocolli di risoluzione, indipendentemente dalla rappresentazione
grafica utilizzata, gli allievi hanno evidenziato la distinzione tra agenti e detenuti attraverso degli
escamotage pittorici (ad esempio, I'uso dei cappelli per le guardie, Figura 7) o iconici (con I'uso di x
e o per differenziare agenti e detenuti, Figura 8) e hanno utilizzato delle frecce come diagramma per
simboleggiare i vari viaggi effettuati.

Figura 7. Protocollo di C., rappresentazione pittorica con diagramma a frecce.

Alcuni allievi hanno sentito la necessita di rappresentare le diverse situazioni che si presentano ad
ogni viaggio della barca, come nel protocollo in Figura 7, mentre altri hanno rappresentato i diversi
movimenti della barca in modo “condensato”, individuando solamente quali e quanti viaggi svolgono
i diversi personaggi del problema attraverso delle frecce senza esplicitare le diverse configurazioni in
ogni viaggio (Figura 8).

Figura 8. Protocollo di L., rappresentazione pittorica e linguistica con diagramma a frecce “condensato”.
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Vi & inoltre un‘allieva che ha utilizzato una rappresentazione iconica molto semplice ma efficace,
come si puo osservare in Figura 9. In questo caso G. ha differenziato agenti e detenuti con i simboli x
e o indicando poi sia i vari viaggi effettuati (Figura 9b), mostrando quali individui si trovano sulla barca
e indicando con un diagramma a frecce se il viaggio é di andata o di ritorno, sia esplicitando qual & lo
stato delle due sponde del fiume ad ogni passaggio (Figura 9a).
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Figura 9a, b. Protocollo di G., rappresentazione iconica con diagramma a frecce.

Nei momenti di verifica ed eventuale modifica della propria strategia, la diversita delle rappresentazio-
ni & risultata essere un valore aggiunto e un supporto alla variazione del ragionamento. Guardando
alla globalita del gruppo, quattro allievi hanno necessitato di due o piu tentativi di applicazione delle
strategie per ottenere la soluzione. Alcuni perché inizialmente non avevano rispettato i vincoli posti
dal problema, mentre altri perché la rappresentazione utilizzata in un primo momento non era effi-
cace per la risoluzione. Per esempio, N. (Figura 10) ha iniziato con una rappresentazione pittorica con
I'utilizzo di frecce per rappresentare i movimenti, ha poi tentato con una rappresentazione simbolica
indicando ogni personaggio con una “P” (poliziotto) o con una “d” (detenuto) (sempre utilizzando
delle frecce per indicare i viaggi) e ha infine proceduto con una rappresentazione linguistica. Nel
primo tentativo la rappresentazione non gli permetteva di distinguere chiaramente i viaggi effettuati
e gli individui che si trovavano nelle varie sponde del fiume creando confusione. Ha successivamente
interrotto il secondo tentativo di rappresentazione simbolica in quanto ha riscontrato la medesima
difficolta. Nel terzo ha deciso di utilizzare una rappresentazione linguistica descrivendo a parole i
viaggi effettuati.

¥21907 - v2LLYWALY

Figura 10. Protocollo di N.
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4.1.2 Problema 2: “Una gita in famiglia”

Mamma, papa e due bambini devono attraversare un fiume con una barchetta che
puo trasportare al massimo un adulto o in alternativa uno o due bambini. Quanti
viaggi di attraversamento dovranno fare prima di arrivare tutti dall’altra parte del
fiume? Quanti sono i viaggi minimi necessari per attraversare il fiume?’

Nel secondo problema si osserva che quattro allievi hanno proceduto alla risoluzione tramite una
rappresentazione linguistica. Questi allievi, che anche nel problema precedente avevano utilizzato la
spiegazione a parole dei movimenti effettuati dalla barca accompagnata dai disegni, hanno motivato
la loro scelta dicendo che «descrivere a parole & piu veloce e crea meno confusione». Molti hanno
comungue utilizzato delle rappresentazioni grafiche (pittoriche o iconiche) a supporto dello scritto o
hanno unicamente rappresentato graficamente la risoluzione. Anche in questo caso tutti gli allievi
che hanno optato per una rappresentazione iconica o pittorica, hanno accompagnato i disegni con
un diagramma a frecce per indicare il movimento della barca o gli spostamenti effettuati (Figura 11).

Rappresentazioni grafiche problema n.2
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Figura 11. Modalita di rappresentazione nella risoluzione del problema “Una gita in famiglia”

In questo problema sei allievi hanno necessitato di piu tentativi per ottenere la soluzione.

Dall'intervista con L., ad esempio, & emerso che I'allieva ha sfruttato al meglio il primo tentativo errato (la
rappresentazione pittorica con frecce ad indicare gli attraversamenti del fiume con la barca) comprenden-
do che, traghettando prima un adulto, necessariamente questo doveva ritornare per portare la barca, tro-
vandosi cosi al punto di partenza. Si riporta di seguito un estratto dell'intervista (“Ins.” sta per insegnante).

Ins.: «Cosa non ha funzionato nella prima prova di risoluzione del problema?»

L. «Ho iniziato spostando la mamma dall‘altro lato del fiume. Poi ho spostato il papa
pero ho capito che non funzionava».

Ins.: «Cosa non funzionava?»

L.. «Ho portato la mamma e poi il papa pero in realta il papa non aveva la barca perché
era ancora dalla mamma e poi se sposto prima la mamma o il papa per forza devono
tornare indietro con la barca e mi ritrovo al punto di partenza. Quindi se porto i due
bambini assieme posso lasciarne la uno e portare indietro l'altro».

7. Tratto da https://www.youtube.com/watch?v=pQWrxhrbugA.
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La scelta migliore per lei e stata quindi quella di iniziare trasportando i due bambini. Per risolvere il
problema ha quindi utilizzato una rappresentazione linguistica accompagnata da un diagramma con
le frecce ad indicare gli spostamenti (Figura 12).
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Figura 12. Protocollo di L., rappresentazione pittorica con diagramma
poi abbandonata per una rappresentazione linguistica con diagramma

4.1.3 Problema 3: “Il ponte”

Un atleta, un giovane, un bambino ed un anziano sono davanti ad un ponte e devono
andare dall'altra parte. E notte, il ponte & vecchio e parzialmente rotto e pertanto &
bene che ad attraversarlo non siano piu di due persone alla volta. Durante I'attraver-
samento occorre una torcia per vedere la strada da percorrere.

| tempi di attraversamento sono i seguenti:

— atleta: 1T minuto

— giovane: 2 minuti

— bambino: 5 minuti

— anziano: 10 minuti

La batteria della torcia ha una durata massima di 17 minuti.

Come possono procedere per trasferirsi tutti dall’altra parte del ponte?®

Nell'ultimo problema di attraversamento si pud notare che, a differenza dei precedenti, nessun allie-
vo ha unito una rappresentazione pittorica o iconica a una linguistica. Una sola allieva ha deciso di
descrivere a parole il proprio procedimento. La maggior parte della classe ha proceduto tramite una
rappresentazione iconica con un diagramma a frecce per indicare gli spostamenti dei personaggi.
Molti hanno inoltre deciso di aggiungere le tempistiche di percorrenza di ogni individuo, utilizzando
una rappresentazione simbolica con I'utilizzo di numerali indo-arabi, cosi da avere piu controllo sulla

durata della batteria (Figura 13).

8. Tratto da https://www.7ecnologie.it/01-problem-solving/02-problemi-di-logica/02-attraversamento-del-ponte.
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Figura 13. Modalita di rappresentazione nella risoluzione del problema “Il ponte”.

Si pud notare in questo problema un’‘inversione dei risultati rispetto al problema precedente: sono
ora 12 dli allievi che hanno necessitato di piu tentativi per ottenere il risultato. In fase di condivisione
& emerso che quasi tutti hanno iniziato la risoluzione spostando il bambino e I'anziano. Cosi facendo
perd uno dei due era costretto a tornare indietro impiegando 5 o 10 minuti, allungando notevolmen-
te le tempistiche di completamento degli attraversamenti, oltre il limite massimo di 17 minuti. Proce-
dendo in guesta maniera, infatti, non si riesce in nessun caso a trasferire tutti i personaggi dall‘altro
lato del ponte senza scaricare la batteria della torcia.

4.1.4 Analogie nei problemi di attraversamento
Per quanto riguarda I'analogia, in riferimento ai tre problemi di attraversamento, si nota che nono-
stante siano molto simili tra loro, alla domanda: «Conoscevi gia un problema analogo a questo?»,
circa meta della classe ha risposto di no (Figura 14).

Conosci un problema analogo a questo?
14
12
12
10

probleman. 1 probleman. 2 probleman. 3

si ®mno

Figura 14.
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Quanto emerso pud essere spiegato dal fatto che, molto spesso, gli allievi utilizzano I'analogia in
maniera inconsapevole riproducendo disegni o strategie simili a quelle gia effettuate in problemi ana-
loghi, senza essere pero coscienti di sfruttare le proprie conoscenze pregresse.

Evoluzione delle strategie di T.

Analizzando nello specifico le risposte alla domanda dell‘allievo T. nei primi tre problemi, nella prima
risoluzione afferma di conoscere gia un problema simile riferendosi a “Il lupo, la capra e i cavoli”,
mentre nei due problemi successivi afferma di non conoscerne di analoghi. Dalle risposte si evince che
T. non é realmente consapevole dell'analogia, analizzando le sue risoluzioni € perd possibile osservare
delle analogie nelle rappresentazioni e nelle strategie adottate (Figura 15a, b, ¢).
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Figura 15a, b, c. Protocolli di T. dei problemi di attraversamento

Nei primi due problemi T. inizia con una rappresentazione linguistica. Nel primo aggiunge in seguito
una rappresentazione pittorica e simbolica accompagnata da un diagramma a frecce, mentre nel
secondo si limita a una rappresentazione simbolica con un diagramma. Nel terzo problema invece ab-
bandona la rappresentazione linguistica ma mantiene una rappresentazione pittorica, e una simbolica
accompagnata da un diagramma a frecce.
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Per quanto riguarda la scelta delle rappresentazioni simboliche, T. ha sempre deciso di utilizzare delle
lettere per distinguere i vari attori in gioco: A/D per il primo problema, F/M/P per il secondo (aggiun-
gendo 1 o 2 per indicare quando i due figli viaggiano separati o insieme) e AT/GIO/BAM/AN per il
terzo problema. A differenza di alcuni suoi compagni che li hanno numerati o segnalati utilizzando
simboli differenti, T. non ha fatto distinzione tra i quattro agenti, i tre detenuti o tra i due figli; avendo
capito che per i diversi elementi valevano le stesse condizioni all'interno del problema.

Si possono inoltre notare delle evoluzioni nelle risoluzioni: nella prima T. ha aggiunto il fiume e le sue
sponde, mostrando chi si trovava sulla barca e chi ai lati, avvicinandosi ancora a una rappresentazione
pittorica. Nella seconda ha omesso i dettagli grafici indicando unicamente i numeri dei viaggi e chi
si trovava sulla barca specificando con un diagramma a frecce se lo spostamento era di andata o di
ritorno. Per il terzo problema invece ha omesso totalmente la rappresentazione linguistica, probabil-
mente perché aveva gia affinato delle strategie nelle risoluzioni precedenti. In questo ultimo problema
T. ha pero iniziato con un primo tentativo di rappresentazione pittorica, che gli & servita per capire la
configurazione generale degli elementi del problema, abbandonandola subito per procedere con due
nuovi tentativi di rappresentazione simbolica accompagnata da un diagramma a frecce. In fase di col-
loquio T. ha riportato che la rappresentazione pittorica é stata abbandonata perché non sarebbe sta-
ta efficace ai fini della risoluzione, afferma infatti che «con il ponte disegnato non riuscivo a mettere
tutti i viaggi, avrei dovuto disegnare altri mille ponti e diventava troppo lungo». Ha quindi proceduto
utilizzando la stessa strategia che era risultata efficace nella precedente risoluzione.

Evoluzione delle strategie di N.
Prendendo ora le risoluzioni di un altro allievo, N., si possono osservare strategie e analogie differenti
(Figura 164, b, ¢).

Figura 16a, b, c. Protocolli di N. dei problemi di attraversamento.
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N. ha proceduto in maniera simile nei primi due problemi, inserendo una rappresentazione pittorica
e iconica seguita da una linguistica molto sintetica. La sua rappresentazione iconica risulta essere piu
incompleta e meno comprensibile rispetto a quella di T. Nella seconda risoluzione si nota un‘evolu-
zione: invece di scrivere chi si spostava in ogni viaggio, ha rappresentato gli individui con un disegno
specificando con un numero di chi si trattasse.

Dalle immagini si pud osservare come il metodo di N. cambia radicalmente nel terzo problema, questa
variazione puo essere dovuta all‘osservazione dei protocolli dei compagni o a una necessita di essere piu
sintetico in quanto il problema risulta essere piu complesso. Osservando i tentativi effettuati nel terzo pro-
blema si vede che non sono casuali, infatti N. ha pit volte interrotto la risoluzione senza arrivare al termine
accorgendosi di aver impiegato gia troppo del tempo a disposizione senza riuscire quindi ad arrivare alla
fine degli spostamenti con la torcia ancora funzionante. N. ha rappresentato i viaggi tramite una sintetizza-
zione del nome degli individui, accompagnandoli con un diagramma a frecce per indicare il tragitto di an-
data/ritorno inserendo anche i tempi di percorrenza. Cosi facendo ha avuto un controllo sulle tempistiche
di utilizzo della torcia che gli ha permesso di individuare i vari attori in gioco e di modificare la propria stra-
tegia sulla base dei tentativi errati effettuati in precedenza facilitando la risoluzione nei tentativi successivi.

4.2 Fase 2: problemi con i fiammiferi
Lavorando su questi problemi molti allievi hanno avuto la necessita di sperimentare manualmente con
matite o pennarelli a rappresentare i fiammiferi presenti nell'immagine di partenza (Figura 17).

Figura 17. Esempi di manipolazione nei problemi con i fiammiferi.

4.2.1 Problema 4: “Cinque quadrati congruenti”

Rimuovi esattamente 4 fiammiferi per ottenere 5 quadrati congruenti.’

9. Tratto da https://www.fantasiaweb.it/v_progetto_scomescuola_2013/files/TUTTI-FIAMMIFERI.pdf.
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Nel primo problema con i fiammiferi si pud notare che tutti gli allievi eccetto uno hanno proceduto
tramite una rappresentazione iconica raffigurando i fiammiferi con dei tratti rettilinei. L'immagine di
partenza ha probabilmente influenzato gli allievi a procedere tramite una rappresentazione grafica,
nonostante non fosse richiesto dal problema. Due allievi hanno usato un diagramma a frecce per
mostrare i fiammiferi tolti, mentre cinque allievi hanno numerato i fiammiferi tolti, usando quindi una
rappresentazione simbolica (Figura 18).

Rappresentazioni grafiche problema n.4
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Figura 18. Modalita di rappresentazione nella risoluzione del problema “Cinque quadrati congruenti”.

Tra le varie risoluzioni si possono notare delle differenze: alcuni allievi hanno lavorato direttamente
sullimmagine di partenza, altri hanno riprodotto lo schema marcando successivamente con una linea
0 una croce i fiammiferi da togliere (Figura 19a, b, ¢, d).

Figura 19a, b, ¢, d. Alcuni protocolli risolutivi del problema “Cinque quadrati congruenti”.
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In alcuni casi (Figura 19a, b, c) e stato ricreato lo schema rimuovendo i fiammiferi superflui. Nel proto-
collo in Figura 19d si pud osservare un movimento piu evidente, sembra che I'allievo in questione abbia
cercato di mostrare effettivamente di aver rimosso i fiammiferi appoggiandoli di lato. In questo caso
I'allievo ha utilizzato una rappresentazione simbolica numerando i 4 fiammiferi estratti dallo sche-
ma, questo metodo é stato molto efficace per rispettare i vincoli posti dal problema, difficolta che
hanno invece riscontrato molti altri compagni. In fase di discussione & emerso che molti provavano
inizialmente a “cancellare” dei quadrati interi, eliminando ogni fiammifero che costituiva il lato di un
guadrato venivano pero gia tolti quattro fiammiferi ogni volta che veniva eliminato il primo quadrato,
non rispettando i vincoli del problema. Si e poi riflettuto sul fatto che bastasse rimuovere un fiammi-
fero al centro di un lato esterno per “cancellare” un unico quadrato lasciando intatti quelli adiacenti,
strategia che e risultata adatta per conseguire la risoluzione del problema.

4.2.2 Problema 5: “Otto quadrati congruenti”

Questi 8 quadrati congruenti sono stati costruiti utilizzando 25 fiammiferi.
In che modo puoi ottenere 8 quadrati congruenti utilizzando solo 22 fiammiferi?'®

Nel secondo problema sui fiammiferi si osserva un‘analogia rispetto al primo. Anche in questo caso la
maggioranza degli allievi ha proceduto tramite una rappresentazione iconica, vi sono pero due allievi
che hanno aggiunto al disegno una spiegazione linguistica della risoluzione.

Come in precedenza gli allievi hanno risolto il problema in modalita differenti, alcuni utilizzando dei
colori per mostrare le modifiche effettuate all'immagine di partenza, altri hanno raffigurato il prodot-
to finale e alcuni hanno utilizzato un diagramma a frecce per mostrare quali fiammiferi erano stati
spostati. Chi ha usato una rappresentazione simbolica ha numerato i quadrati ottenuti muovendo i
fiammiferi (Figura 20).

10. Tratto da https://www.fantasiaweb.it/v_progetto scomescuola 2013/files/TUTTI-FIAMMIFERI. pdf.
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Rappresentazioni grafiche problema n. 5
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Figura 20. Modalita di rappresentazione nella risoluzione del problema “Otto quadrati congruenti”.

Come nel problema precedente, tra le risoluzioni si possono notare analogie e differenze. Alcuni allie-
vi hanno lavorato direttamente sull'immagine di partenza eliminando 3 fiammiferi pit a destra nella
configurazione, rendendosi poi conto che rimangono solamente 7 quadrati costituiti da 22 fiammiferi
(Figura 21a). Altri sono arrivati alla stessa conclusione provando pero a disporre i 22 fiammiferi uno
dopo l'altro a formare una fila di quadrati seguendo una configurazione analoga a quella proposta
in partenza. Altri hanno provato a costruire gli 8 quadrati della configurazione finale partendo dalla
configurazione del problema precedente: togliendo due fiammiferi da un vertice della configurazione
si ottengono 8 quadrati, costituiti da 22 fiammiferi (Figura 21b). Altri ancora hanno disposto gli 8 qua-
drati in una configurazione in due file e hanno contato da quanti fiammiferi fosse composta, trovando
quindi una soluzione accettabile al problema (Figura 21c).

Figura 21a, b, c. Alcuni protocolli risolutivi del problema “Otto quadrati congruenti”.
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4.2.3 Problema 6: “Il pesce”

Il pesce di fiammiferi nuota verso sinistra.
Cambia la posizione di 3 fiammiferi in modo che nuoti verso destra.”

-
<_

—
™~

TAVA

Si passa ora a problemi nei quali non vi & piu la richiesta di rimuovere dei fiammiferi, ma di spostarne
alcuni per capovolgere I'immagine di partenza. Dal grafico si evince che tutta la classe ha proceduto
tramite la realizzazione di una rappresentazione iconica della soluzione e la maggior parte di loro ha
usato delle frecce per rappresentare gli spostamenti dei fiammiferi nella configurazione (Figura 22).
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Figura 22. Modalita di rappresentazione nella risoluzione del problema "Il pesce”

11. Riformulazione del problema “Il granchio” tratto da Ignatiev (1978, p. 12). Immagine elaborata da Sbaragli et al. (2021a).
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Anche in questo caso, nonostante sia stato utilizzato lo stesso tipo di rappresentazione, all’interno del-
la classe vi sono numerose differenze. Alcuni allievi hanno utilizzato dei colori per mettere in evidenza i
diversi fiammiferi e facilitare I'osservazione degli spostamenti (Figura 23a). Altri hanno invece procedu-
to disegnando il pesce di partenza e accanto il risultato finale che si intendeva ottenere, paragonando
poi le due immagini hanno spostato i fiammiferi per farle combaciare (Figura 23b). Infine, molti bambini
hanno spostato (sfruttando delle frecce) i fiammiferi all'interno della configurazione (Figura 23a, ). In
tutti i casi si pud osservare l'intenzione di mostrare il movimento compiuto dai fiammiferi.

o ()
\/ \7\ \ :

\/\ 7| B
- S

Wt \.;.
\</<g\'

Figura 23a, b, c. Alcuni protocolli risolutivi del problema “Il pesce”.

La maggior parte degli allievi ha necessitato di diversi tentativi per la risoluzione di questo problema.
La piu grande difficolta e stata quella di comprendere che il pesce, nonostante debba essere capo-
volto da sinistra verso destra, compiuti gli spostamenti non si trovera esattamente nella medesima
posizione, bensi risultera essere traslato leggermente verso l'alto o verso il basso rispetto alla posizio-
ne di partenza.

4.2.4 Problema 7: “Il granchio”

Il granchio di fiammiferi cammina verso l'alto.
Cambia la posizione di 3 fiammiferi in modo che cammini verso il basso.™

/\
VAN
/\

12. Tratto da Ignétiev (1978, p. 12). Immagine elaborata da Sharagli et al. (2021a).
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Nelle risoluzioni dell'ultimo problema con i fiammiferi si pud notare un‘analogia nelle rappresentazio-
ni grafiche utilizzate rispetto al problema precedente. Ancora una volta tutti gli allievi hanno risolto il
problema usando rappresentazioni iconiche. In questo problema, analogo al problema “Il pesce”, gli
allievi hanno utilizzato nuovamente i colori per evidenziare i vari fiammiferi, cosi da rendere piu evi-
dente la posizione di ognuno di loro e gli spostamenti, arricchendo le illustrazioni con dei diagrammi
a frecce per mostrare i movimenti dei fiammiferi (Figura 24). Rispetto al problema precedente vi sono
stati meno studenti in difficolta probabilmente perché consapevoli che anche in questo caso la con-
figurazione finale risulta essere leggermente traslata rispetto all’originale.
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Figura 24. Modalita di rappresentazione nella risoluzione del problema “Il granchio”

4.2.5 Analogie nei problemi con i fiammiferi
Come per i problemi di attraversamento, anche per quelli con i fiammiferi & sempre stato chiesto
agli allievi se conoscessero dei problemi analoghi. Per ogni problema, piu della meta della classe ha
affermato di non conoscere nessun problema simile (Figura 25).

Conosci un problema analogo a questo?
13

11
10 10

probleman. 4 probleman. 5 probleman. 6 probleman. 7

si mno
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In riferimento al problema 4, gli allievi che hanno dichiarato di conoscere problemi analoghi hanno
fatto riferimento a problemi di spostamento di monete o altri problemi con i fiammiferi visti su libri
di enigmi e indovinelli. Per gli altri tre problemi, spesso gli allievi che hanno risposto di si hanno pero
specificato che conoscere un problema analogo non é stato di aiuto per la nuova risoluzione, anche
se, in fase di colloquio individuale, hanno poi dichiarato il contrario. Si puo quindi pensare che non
sia chiaro per gli allievi il significato di problema analogo, in ogni caso si possono osservare nume-
rose analogie e similitudini nella risoluzione dei problemi, sia globalmente, sia considerando i singoli
individui.

Evoluzione delle strategie di T.

Come per i problemi di attraversamento, si prendono ora in considerazione le quattro risoluzioni di
un singolo allievo per analizzarle nello specifico. Nelle quattro risoluzioni di T. relative ai problemi
con i fiammiferi si possono notare dei pattern ricorrenti. T. ha sempre raffigurato in modo iconico la
soluzione. Nei problemi 4 e 5 I'allievo ha utilizzato delle linee per indicare quali fossero i fiammiferi da
rimuovere (Figura 26a, b), mentre nei problemi 6 e 7 ha introdotto I'utilizzo di colori per distinguere i
fiammiferi (Figura 26¢, d). Nel primo tentativo del problema 4 (Figura 26a, indicato con “P. 1" che sta
per “prova 1”) T. ha proceduto eliminando i quattro fiammiferi centrali e un quinto al centro a destra,
si e accorto che questa risoluzione era errata in quanto non rispettava i vincoli e non permetteva
I'ottenimento di cinque quadrati congruenti. Nel secondo tentativo (indicato con “P. 2”) ha corretta-
mente rimosso i fiammiferi (Figura 26a). T. ha inoltre affermato: «Quando ho provato la prima volta
mi sono accorto che togliendo quei fiammiferi lasciavo dei quadrati aperti con solo tre lati e non
quattro».

Figura 26a, b, ¢, d. Protocolli di T. nei problemi con i fiammiferi.
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La stessa difficolta si e ripresentata nel problema successivo, dove l'allievo, ancora tramite una rap-
presentazione iconica, ha rimosso dei fiammiferi lasciando dei «quadrati aperti». Dal primo tentativo
(Figura 26b in alto) si pud osservare che T. aveva compreso di non dover solamente cancellare dei
fiammiferi ma anche di spostarne altri al fine di utilizzare uno stesso fiammifero come lato di piu
guadrati. Nel secondo tentativo (Figura 26b in basso) si pud notare un'analogia, anche in questo caso
T. ha utilizzato la strategia di sfruttare un fiammifero per pit quadrati giungendo alla risoluzione del
problema. Nel problema 6 si nota un’evoluzione: nel primo tentativo (Figura 26¢ in alto) T. ha ripetuto
la strategia dei problemi precedenti, tracciando una linea sui fiammiferi da spostare cambiando il
loro posizionamento. Nel secondo tentativo (Figura 26¢ in basso) ha invece introdotto I'utilizzo dei
colori per identificare ogni singolo fiammifero accompagnando la rappresentazione iconica con un
diagramma a frecce per mostrare quali fiammiferi sono stati spostati. Ottenendo buoni risultati, T. ha
utilizzato la stessa strategia anche nel problema 7 (Figura 26d), questa volta perd ha indicato con una
freccia lo spostamento di un unico fiammifero.

Evoluzione delle strategie di N.

Considerando ora le risoluzioni di N., si evince che, tranne nel problema 5 (Figura 27b), I'allievo ha
sempre necessitato di piu tentativi per I'ottenimento della soluzione e ha sempre utilizzato una rap-
presentazione iconica.

Figura 27a, b, ¢, d. Protocolli di N. nei problemi con i fiammiferi.

Nel problema 4 il bambino ha effettuato sette tentativi prima di ottenere la soluzione (Figura 27a). In
tutti i tentativi si pud notare una difficolta ricorrente: la rimozione di fiammiferi lasciando dei quadrati
incompleti. Nella sesta e settima risoluzione I'allievo si & interrotto togliendo solo tre e rispettivamente
due fiammiferi. Si pud ipotizzare che N. abbia fatto un confronto con i tentativi precedenti compren-
dendo di ripetere un errore. Per quanto riguarda il problema successivo (svolto I'ora successiva) N. ha
affermato: «Questo e stato facilissimo, avevo disegnato cosi tante volte il primo problema che sapevo
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fossero 9 quadrati con 24 fiammiferi. Ora devo disegnare 8 quadrati con 22 fiammiferi, quindi mi
basta togliere questi due in basso» (Figura 27b). Sembra che I'allievo non abbia fatto riferimento all'im-
magine del problema 5, avendo ancora in mente quello precedente.

Nel problema 6 si possono notare delle difficolta nel comprendere quali fiammiferi spostare per poter
raffigurare il pesce (Figura 27c). N. ha inizialmente utilizzato una rappresentazione iconica disegnando
i fiammiferi, mentre nella risoluzione finale (indicata con “P5") ha utilizzato delle frecce colorate di-
rettamente sullimmagine di partenza per mostrare gli spostamenti. La stessa situazione, con minori
difficolta, si e riproposta nell’ultimo problema, in un primo tentativo (Figura 27d, indicato con “P1”) N.
ha raffigurato in modo iconico il granchio inserendo una freccia ad indicare che nella configurazione
finale i due fiammiferi in alto avrebbero dovuto avere orientamenti opposti; ha poi proceduto con un
secondo tentativo finale (Figura 27d, indicato con “P2"”) mostrando con dei colori gli spostamenti da
effettuare (diagramma a frecce). In entrambi i problemi riguardanti gli animali l'allievo, a differenza
dei suoi compagni, non ha mai rappresentato I'immagine finale del pesce o del granchio capovolto.

4.3 Fase 3: torre di Hanoi

Per la risoluzione della torre di Hanoi ogni allievo ha lavorato con una versione fisica del gioco creata
in aula (Figura 28). Rispetto alla versione classica, vengono utilizzati dischi di cartone colorati (uguali
per tutti i bambini) e una griglia con tre quadrati (A, B e C) in sostituzione ai tre pioli, dunque il gioco
risulta come la torre di Hanoi classica ma vista dallalto.

A B C

Figura 28. Torre di Hanoi realizzata in classe.

4.3.1 Problema 8: “Torre di Hanoi con 3 dischi”

Come si evince dal grafico (Figura 29) le rappresentazioni utilizzate dalla classe sono di tipo pittorico o
iconico. In tutte le risoluzioni si pud osservare una rappresentazione simbolica legata al numero di mosse
effettuate dagli alunni. Quasi tutti hanno infatti inserito sulla sinistra o sulla destra un numero legato ai
passaggi svolti. Alcuni hanno inserito la mossa «0» che rappresenta lo stato iniziale della risoluzione, con
la torre impilata sulla sinistra, mentre altri hanno iniziato dalla «1» inserendo gia il primo spostamento.
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Rappresentazioni grafiche problema n. 8
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Figura 29. Modalita di rappresentazione nella risoluzione della “Torre di Hanoi con 3 dischi”.

A differenza dei problemi precedenti, tutte le rappresentazioni proposte dai bambini sono iconiche
o pittoriche, simili agli esempi riportati in Figura 30a, b. Tutti hanno disegnato la griglia mostrando gl
spostamenti ad ogni mossa. Nel primo protocollo (pittorico, Figura 30a) I'allieva ha riprodotto fedel-
mente la griglia e i tre dischi iniziali, disponendoli in ordine uno sopra I'altro. Nel secondo (iconico,
Figura 30b), invece, I'allieva ha stilizzato i dischi utilizzando delle linee colorate, posizionandole anche
in questo caso in ordine crescente una sull’altra. Tutti gli allievi hanno manipolato la torre di Hanoi
reale, ma solo alcuni hanno riportato sulla scheda anche i tentativi errati. La maggior parte degli allievi
ha unicamente rappresentato la risoluzione corretta.
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Figura 30. Esempi di rappresentazione del problema 8: a) Risoluzione pittorica; b) Risoluzione iconica
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4.3.2 Problema 9: “Torre di Hanoi con 4 dischi”
Anche in questo caso gli allievi hanno optato per una rappresentazione pittorica o iconica (Figura 31).
Questa volta pero risultano essere notevolmente pit numerose quelle iconiche, probabilmente perché
il numero di mosse da effettuare &€ aumentato e risulta pil immediato stilizzare la raffigurazione dei
vari dischi della torre. Cosi come per il problema 8 le rappresentazioni degli allievi sono molto simili
tra loro, differiscono unicamente per le mosse effettuate: alcuni sono riusciti a spostare I'intera torre
compiendo il numero minimo di mosse possibili, ovvero 15, altri invece hanno ottenuto la soluzione
utilizzando delle mosse in piu.
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Figura 31. Modalita di rappresentazione nella risoluzione della “Torre di Hanoi con 4 dischi”.

DdM 2026 (19), 99-137

130



Tra analogie e rappresentazioni grafiche: un percorso esplorativo per promuovere il pensiero strategico nei problemi di logica matematica /

Nina Dagani

4.3.3 Problema 10: “Torre di Hanoi con 5 dischi”
Anche nell'ultimo problema quasi la totalita della classe ha proceduto tramite una rappresentazione

iconica degli spostamenti (Figura 32).
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Figura 32. Modalita di rappresentazione nella risoluzione della “Torre di Hanoi con 5 dischi”.

Oltre ai modelli riportati in Figura 30, in questo caso un allievo (S.) ha utilizzato una rappresentazione
differente e piu efficace disegnando in una tabella con le celle molto strette (che non gli permettono
di raffigurare i dischi uno sopra l'altro come nella realta) dei cerchietti a rappresentare i dischi, po-
sizionando in ogni cella a sinistra il disco che si trova piu in basso e in ordine alla sua destra gli altri

(Figura 33).
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Figura 33. Protocollo di S., rappresentazione iconica.

131



Tra analogie e rappresentazioni grafiche: un percorso esplorativo per promuovere il pensiero strategico nei problemi di logica matematica /
Nina Dagani

Molti bambini hanno identificato nel corso della risoluzione dei tre problemi la sequenza di sposta-
menti che permette di risolvere la torre di Hanoi indipendentemente dal numero di dischi utilizzati.
Ripetendo sempre determinati movimenti (mettere il cerchio piu piccolo avanti di una posizione, poi
eseguire |'unica altra mossa possibile), si riesce infatti a procedere allo spostamento completo della
torre. Scoprire questa strategia vincente ha permesso ai bambini di raffigurare in maniera iconica o
pittorica la soluzione senza piu sperimentare manualmente con i materiali concreti a disposizione,
risolvendo il gioco strategico al primo tentativo. Ha inoltre permesso loro di generalizzare il problema,
gli allievi che hanno individuato la strategia vincente saranno sempre in grado di completare lo spo-
stamento della torre indipendentemente dal numero di dischi presenti.

4.3.4 Analogie nei problemi della torre di Hanoi

Nel primo problema sulla torre di Hanoi solo un bambino ha dichiarato di conoscere il gioco e di averci
gia giocato senza pero aver riflettuto sulle regole e sulle strategie risolutive (Figura 34). Nonostante
si trattasse esattamente della stessa torre, nei problemi 9 e 10, vi sono alcuni allievi che hanno di-
chiarato di non conoscere problemi analoghi. Si pud ipotizzare che gli allievi abbiano interpretato la
domanda pensando ad altri giochi analoghi ma diversi dalla torre di Hanoi.

Conosci un problema analogo a questo?
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Figura 34. Analogie nella risoluzione della torre di Hanoi

Vi & un‘analogia evidente nelle tipologie di rappresentazioni pittoriche e iconiche raffigurate dagli
allievi. In alcuni casi & possibile osservare delle analogie anche nella sequenza di spostamenti, come
I'uso del meccanismo risolutivo che lo stesso allievo utilizza nella risoluzione di problemi successivi.
In altri casi invece i movimenti non seguono una logica ricorrente, ma rispettano i vincoli posti dal
problema.

Evoluzione delle strategie di T.

Osservando le risoluzioni di T., si pud notare che nella risoluzione con tre dischi I'allievo ha proceduto
tramite una rappresentazione pittorica (Figura 35a), mentre in quelle successive e passato ad una ico-
nica (Figura 35b, ¢). Questo cambiamento pud essere dovuto all'aumento dei dischi e di conseguenza
delle mosse da raffigurare, la rappresentazione iconica risulta essere piu stilizzata e di conseguenza
pil veloce.
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Figura 35a, b, c. Protocolli di T. nella risoluzione della torre di Hanoi.

Osservando nello specifico le mosse effettuate si puo vedere che, nel problema 8 non vi & ancora
I'utilizzo di una sequenza ricorrente di movimenti (Figura 35a). L'allievo riesce comunque a trovare la
soluzione con sette spostamenti (mosse minime per risolvere la torre con tre dischi). Nel problema
9 si nota un‘evoluzione: T. ha individuato la sequenza risolutiva (Figura 35b). Si osserva infatti che il
bambino ripete sempre le seguenti mosse: sposta il cerchio pill piccolo in avanti di una cella e succes-
sivamente esegue |'unica mossa possibile. Una volta arrivato con il cerchio pili piccolo nella casella piu
a destra lo riporta in quella a sinistra continuando ad applicare I'algoritmo. Nel problema 10 T. ripete
lo stesso algoritmo trovando la soluzione con facilita (Figura 35c¢).

Evoluzione delle strategie di N.
N., d'altro canto, ha proceduto in tutti e tre i problemi utilizzando una rappresentazione iconica della
soluzione (Figura 364, b, ¢).

Figura 364, b, c. Protocolli di N. nella risoluzione della torre di Hanoi.

A differenza del compagno, N. non ha mai indicato il numero di mosse di fianco alla griglia, questo lo
ha obbligato quindi in un secondo momento a dover ricontare le mosse effettuate. La risoluzione del
problema 8 & avvenuta al primo tentativo (Figura 36a), anche N. non ha utilizzato la sequenza risolutiva
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come il compagno T. Il problema 9 é risultato per lui pit complesso, necessitando di tre tentativi
(Figura 36b). Nel primo I'allievo si € interrotto a meta della quinta mossa, in quanto ha compreso di
essere tornato nella stessa posizione della terza mossa. Nel secondo ha interrotto il processo all’'ot-
tava mossa, mentre il terzo tentativo si & concluso in 17 spostamenti. In quest’ultima risoluzione N.
ha riprodotto le prime quattro mosse uguali ai tentativi precedenti, apportando perd delle modifiche
nel quinto spostamento. Si pud notare una ciclicita nei suoi movimenti, l'allievo ha sempre iniziato
spostando il primo disco verso destra di due caselle, il secondo nella casella al centro spostandoci poi
sopra il piu piccolo. Lo stesso processo e stato poi ripetuto con terzo disco, aggiustando e modifican-
do le mosse successive al fine di rispettare i vincoli posti dal problema.

Anche nella risoluzione del problema 10, che vede la torre formata da cinque dischi, N. riporta le prime
8 mosse in maniera analoga al problema 9 (Figura 36¢). Apporta poi delle modifiche in quanto si trova
a dover spostare un disco in pill. La torre viene spostata in 34 mosse finali, I'allievo non ha scoperto
la sequenza risolutiva piul efficace; & pero riuscito a trovare la propria strategia per risolvere la torre.

5 Riflessioni sul percorso

5.1 Rappresentazioni grafiche, evoluzione verso l’efficacia

Uno degli aspetti pit rilevanti riscontrati nelle analisi del percorso e I'evoluzione nell’'uso delle rappre-
sentazioni da parte degli allievi. Inizialmente, molti allievi realizzavano rappresentazioni pittoriche det-
tagliate, ma non sempre efficaci. In alcuni casi, soprattutto nei problemi di attraversamento, gli allievi
accompagnavano i disegni a descrizioni linguistiche, questo porterebbe alla conferma che le rappre-
sentazioni iniziali non erano sufficientemente esemplificative e necessitavano di un’ulteriore spiega-
zione. Proseguendo nell‘analisi dei problemi nelle diverse fasi si pud osservare un passaggio verso le
rappresentazioni iconiche e simboliche, che risultano essere piu essenziali, pit chiare e comode nella
risoluzione del problema. | diagrammi a frecce, usati da quasi tutti gli allievi in accompagnamento
alle diverse rappresentazioni, non solo indicano lo spostamento dei personaggi, ma rappresentano
la comprensione della dinamicita dei vari problemi affrontati. Questa rappresentazione risulta infatti
essere molto efficace sia in fase di pianificazione che di sviluppo del piano (Polya, 1967).

Dai protocolli degli allievi si pud notare che le rappresentazioni sono diventate progressivamente piu
sintetiche e schematiche, suggerendo una maggiore consapevolezza degli allievi sull'utilizzo dei dise-
gni per comunicare e rappresentare la risoluzione. Alcuni di loro hanno infatti sviluppato un proprio
stile personale di rappresentazione che si & riprodotto nelle varie tipologie di problemi.

5.2 Dalla sperimentazione all’ottimizzazione

Un altro aspetto centrale del percorso e stato I'approccio alla risoluzione con diverse strategie ri-
solutive. Inizialmente & evidente che molti allievi cercassero la soluzione “a caso” con piu tentativi,
utilizzando la stessa rappresentazione o rappresentazioni diverse fino ad ottenere quella corretta ma
senza avere un piano risolutivo preciso. Anche in questo caso si e vista una notevole evoluzione con
la progressione del percorso, caratterizzata da una diminuzione del numero di tentativi necessari a
incontrare la soluzione. Come gia ipotizzato in precedenza, molti allievi manipolando e sperimentan-
do manualmente materiali nelle fasi 2 e 3, non hanno riportato sulla scheda tutti i tentativi realmente
effettuati, quelli che lo hanno fatto pero hanno dimostrato di avere maggiore consapevolezza nello
sfruttamento dei tentativi precedenti. In piu casi, infatti, si pud osservare come i bambini abbiano piu
volte interrotto le strategie a meta grazie all’osservazione e al confronto con quelle gia attivate. Le
nuove prove non sono pil casuali ma orientate, dimostrando come gli allievi abbiano maggiore con-
sapevolezza e controllo sull’efficacia delle loro risoluzioni. In molti casi I'errore diventa I'occasione per
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tornare a ripensare alla strategia applicata, al fine di verificarne I'efficacia, modificarla o addirittura
cambiarla. Questa evoluzione porta I'allievo a considerare I'errore come un passo verso la soluzione e
non un fallimento. Si osserva quindi una reale connessione alle fasi della risoluzione di un problema
proposte da Polya (1967).

5.3 Analogia e transfer, connessioni che nascono spontaneamente

Relativamente al ruolo dellanalogia, dai dati emerge che, nonostante siano pochi gli allievi ad aver
dichiarato di riconoscere le somiglianze tra i problemi proposti, molti hanno inconsapevolmente por-
tato a termine la risoluzione utilizzando strategie gia applicate nelle risoluzioni precedenti. La capacita
di trasferire quanto gia svolto in un problema a un altro & emersa da un lato a livello grafico, con
I'utilizzo ripetuto delle stesse rappresentazioni pittoriche o iconiche, con I'inserimento di diagrammi
a frecce per indicare un movimento o con I'uso di colori per evidenziare alcuni particolari; dall’altro
a livello procedurale, con sequenze di mosse simili o identiche; e infine a livello cognitivo, come ad
esempio nell'identificazione dell‘algoritmo risolutivo della torre di Hanoi che ha permesso di genera-
lizzare la risoluzione indipendentemente dal numero di dischi utilizzati. Anche se utilizzata in maniera
inconsapevole, I'analogia permette agli allievi di affrontare il problema recuperando informazioni e
conoscenze pregresse utili nella risoluzione.

6 Conclusioni

Il percorso didattico presentato in questo articolo, costituito da problemi e giochi motivanti per gli
allievi, ha permesso di lavorare in modo efficace sulle loro competenze relative alle rappresentazioni
grafiche e alle analogie nella risoluzione di problemi. L'analisi dei dati raccolti durante la sua realizza-
zione, infatti, permette di osservare la doppia relazione descritta in precedenza tra I'uso e I'evoluzione
delle strategie di rappresentazione grafica e I'emergere dei processi di analogia nella risoluzione di
problemi.

Le diverse rappresentazioni e in particolare quelle grafiche emerse nella sperimentazione rivelano
molto del modo di pensare e affrontare i problemi logici in ambito matematico degli allievi. Sono
diverse le analogie nelle risoluzioni dei bambini, nelle quali e possibile osservare un‘evoluzione che
indica una maggiore consapevolezza degli alunni. Grazie alle rappresentazioni pittoriche, iconiche,
linguistiche e simboliche, arricchite da diagrammi a frecce (che indicano i movimenti effettuati), gli
allievi dimostrano di aver compreso il problema esplicitando i ragionamenti effettuati per ottenere
la soluzione. In molti casi gli allievi ripetono, consapevolmente o inconsapevolmente, strategie simili
in problemi diversi. L'utilizzo di forme, colori, diagrammi o parole analoghe indica lo sfruttamento di
conoscenze pregresse nell‘affrontare nuovi problemi, facendo diventare le strategie gradualmente
pit funzionali, basando la loro scelta su riflessioni, confronti e miglioramenti delle strategie applicate
precedentemente. Di fronte all’errore gli allievi si interrogano sugli elementi o i passaggi scorretti al
fine di identificare un piano risolutivo differente che possa portarli all'ottenimento del risultato.
Grazie all'osservazione delle rappresentazioni grafiche e dei tentativi effettuati emerge chiaramente
che, anche in modo a volte inconsapevole, gli allievi hanno gradualmente sviluppato e riutilizzato
delle strategie analoghe in tutte le tipologie di problemi affrontati.

A questo proposito, proporre agli allievi ulteriori problemi (dello stesso tipo e/o differenti) e a un
campione di riferimento maggiore (eventualmente esteso ad altre scuole dove si attuano quotidia-
namente metodologie didattiche differenti) potrebbe sicuramente permettere di avvalorare i risultati
ottenuti e osservarne eventualmente di differenti approfondendo i diversi aspetti di questo studio.
Risulterebbe inoltre interessante proseguire il percorso facendo creare agli allievi dei problemi simili a
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un problema dato, cosi da poter riflettere sulle analogie e le differenze evidenziate e valutare I'appar-
tenenza o meno alla medesima categoria di problemi. In sequito, i problemi creati potrebbero essere
risolti dai compagni per approfondire le strategie relative all'analogia nelle diverse risoluzioni e nelle
modalita di rappresentazione della soluzione.
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«Come disegnare forme strane in modo da vederle dritte utilizzando
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Sunto / Questo articolo presenta un laboratorio
svolto al museo sulle anamorfosi catottriche a
specchio cilindrico, realizzato a partire da mo-
delli della Collezione Macchine Matematiche del
Sistema dei Musei e Orto Botanico dell’Universi-
ta di Modena e Reggio Emilia e rivolto a studenti
della scuola secondaria di primo grado. Dopo
aver descritto il contesto storico alla base dello
sviluppo delle anamorfosi e i modelli della colle-
zione usati, viene illustrato il quadro teorico che
ha guidato la progettazione del laboratorio e ven-
gono dettagliate le attivita proposte. Le risposte
date nelle schede del laboratorio e i dati raccolti
tramite un questionario valutativo dell’esperien-
za mostrano come gli studenti siano rimasti stu-
piti dalle attivita proposte, che hanno consentito
loro di imparare in modo pratico come realizzare
un’immagine anamorfica. Questo laboratorio si
puo configurare come un caso di educazione ma-
tematica informale in cui gli studenti apprendo-
no la matematica in un contesto museale attra-
verso la collaborazione con i compagni e
mediante sperimentazioni inaspettate.

Parole chiave: anamorfosi; laboratorio; macchi-
ne matematiche; museo; scuola secondaria di
primo grado.

Abstract / This article presents a workshop
carried out in a museum context on catoptric
anamorphoses with a cylindrical mirror, de-
signed on the basis of models from the Collezione
Macchine Matematiche within the Sistema dei Mu-
sei e Orto Botanico of the University of Modena
and Reggio Emilia and aimed at lower secondary
school students (grades 6-8). After outlining the
historical context underlying the development of
anamorphoses and describing the used models of
the collection, the article introduces the theoreti-
cal framework that guided the design of the work-
shop and details the proposed activities. The an-
swers given in the workshop worksheets and the
data collected through an evaluation question-
naire on the experience show how students were
surprised by the proposed activities, which al-
lowed them to learn in a hands-on way how to cre-
ate an anamorphic image. This workshop can be
regarded as a case of informal mathematics edu-
cation, in which students learn mathematics in a
museum context through collaboration with peers
and unexpected explorations.

Keywords: anamorphoses; workshop; mathe-
matical machines; museum; lower secondary
school.
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1 Introduzione

Questo articolo presenta il laboratorio Scherzi con la luce: sorprese e bizzarrie tra fisica e matematica
sulle anamorfosi per specchi svolto con studenti' di scuola secondaria di primo grado? nell'ambito
delle iniziative del Mese della Scienza 2025 gestito dal centro MEMO del Comune di Modena in
collaborazione con il Sistema dei Musei e Orto Botanico dell’Universita di Modena e Reggio Emilia
(MuseOmoRE).?

Il termine anamorfosi, dal greco “ana” (all'insu, all'indietro, ritorno verso) e “morphe” (forma), com-
pare per la prima volta nel trattato pubblicato da Gaspard Schott (1608-1666) intorno al 1657 (Bal-
trusaitis, 1978/2004). Esso si riferisce principalmente a immagini distorte quando viste frontalmente,
ma che si rivelano quando codificate mediante un cambio di punto di vista o uno specchio (Figura 1). La
produzione delle anamorfosi si sviluppd soprattutto a seguito degli studi sulla prospettiva artificiale,
che aveva come oggetto la rappresentazione dello spazio mediante disegni su superfici piane o curve.

Figura 1. Anamorfosi cilindrica® dalla mostra Perspectiva Artificialis

La nascita della prospettiva artificiale nel Quattrocento é legata da una parte a una trasformazione nel
modo di considerare lo spazio, dall'altra ai problemi pratici sorti durante l'attivita concreta di pittori,
scenografi, intarsiatori, architetti ecc. Per questi elementi, il suo sviluppo si presenta come un intreccio
indissolubile di riflessioni rigorose e di pratiche empiriche (Bartolini Bussi & Maschietto, 2006). Nella
proiezione di corpi tridimensionali sulla superficie piana si dovevano determinare le dimensioni che essi
dovevano avere sul quadro in modo da apparire nelle giuste proporzioni quando lo si guardava (con un
solo occhio da un punto fisso, secondo il modello di piramide visiva di Leon Battista Alberti). Numerosi
trattati contenevano norme precise affinché chi osservava un quadro o una decorazione guardando
“liberamente” (con entrambi gli occhi, da una posizione qualsiasi) percepisse in modo pienamente
armonico le profondita spaziali e le proporzioni dei singoli oggetti (Baltrusaitis, 1978/2004). Tuttavia,
all'interno dei metodi elaborati per produrre immagini in prospettiva era contenuta la possibilita di

1. Il genere maschile viene usato in questo articolo per designare persone, indipendentemente dal genere.

2. La scuola secondaria di primo grado in Italia dura tre anni e corrisponde ai primi tre anni di scuola media nel Cantone Ticino
3. https://www.polomuseale.unimore.it/site/home.html.

4. Dal catalogo della mostra: http://www.mmlab.unimore.it/site/home/laboratorio-visite-mostre/perspectiva-artificialis/4.-ana-
morfosi/pa-sez-anamorfosi/articolo16051829.html.
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anamorfosi, cioé é possibile ottenere figure distorte rispettando le norme, quali ad esempio il mante-
nimento del punto di vista durante I'esecuzione del disegno e i raggi visivi rettilinei. Nel corso del XVII
secolo, si diffusero sempre piu le anamorfosi ottiche, ma furono anche introdotte riflessioni per defor-
mare le immagini mediante |'utilizzo di specchi di varie forme realizzando cosi anamorfosi catottriche.
La Collezione Macchine Matematiche®> di MuseOmoRE contiene numerosi modelli (detti “macchine
matematiche”) costruiti per testimoniare il percorso di sviluppo della prospettiva artificiale dalle prati-
che di bottega alla formalizzazione degli invarianti geometrici. Una parte di questi modelli si riferisce
proprio alle anamorfosi.

L'Universita di Modena e Reggio Emilia possiede inoltre una serie di acquerelli anamorfici per specchio
cilindrico facenti parte della strumentazione fisica storica® e recentemente esposti nella mostra Tesori
modenesi ritrovati’ (Beggi Miani et al., 2025). Nell’ambito dei laboratori didattici dedicati alle scuole
e collegati alla mostra si & proposto un laboratorio sulle anamorfosi catottriche a partire da modelli
della Collezione Macchine Matematiche. Il laboratorio si & configurato come laboratorio al museo, in
guanto e stato svolto nella sala espositiva della collezione.

Sulla base dello sviluppo delle anamorfosi sopra riportato, la progettazione del laboratorio ha avuto
tre obiettivi principali. Il primo obiettivo era quello di far vivere agli studenti un‘esperienza positiva e
di meraviglia in ambito matematico. Le ricerche in didattica della matematica mettono in evidenza
guanto siano rilevanti le convinzioni e le emozioni nel processo di apprendimento (Di Martino & Zan,
2011). Il secondo obiettivo era quello di fornire loro alcuni elementi per comprendere come storica-
mente nascono e si sviluppano le anamorfosi. Il terzo obiettivo era quello di far scoprire agli studenti
alcune caratteristiche invarianti dei disegni anamorfici per specchi cilindrici facendo sperimentare
quellintreccio sopra citato tra riflessioni matematiche e pratiche empiriche, per andare oltre lo stupo-
re e imparare in modo pratico a realizzare un'immagine anamorfica o, per dirlo con le parole di uno
studente riportate nel titolo dell’articolo, per imparare «come disegnare forme strane in modo da
vederle dritte utilizzando uno specchio particolare».

L'articolo si compone di due parti. Nella prima parte si riprendono le linee generali della mostra Per-
spectiva Artificialis contenente le macchine matematiche per la prospettiva (par. 2). In questa parte ci
si sofferma principalmente sulla sezione della mostra dedicata alle anamorfosi per descrivere i modelli
utilizzati nel laboratorio (par. 3). Nella seconda parte (par. 4) si inquadra il lavoro nell'ambito della
ricerca in didattica della matematica, poi si presentano la struttura del laboratorio sulle anamorfosi
catottriche con specchio cilindrico e le attivita proposte agli studenti discutendo i dati raccolti. Questa
parte termina con un commento sulle risposte date dagli studenti al questionario valutativo sommini-
strato al termine del laboratorio ed e seguita da un bilancio dell'esperienza (par. 5).

2 La mostra Perspectiva Artificialis

La Collezione Macchine Matematiche di MuseOmoRE contiene i modelli della mostra Perspectiva Ar-
tificialis,® costituita da alcune macchine matematiche gia appartenenti al Laboratorio delle macchine
matematiche e arricchita nel quadro del progetto europeo Maths Alive (Bartolini Bussi & Maschietto,
2006). La prospettiva artificiale, chiamata cosi in contrapposizione alla teoria della visione (prospettiva
naturale), ha origine nel Quattrocento e si sviluppa nei due secoli successivi.

5. http://www.mmlab.unimore.it.

6. https://www.strumentazionestorica.unimore.it.

7. https://www.strumentazionestorica.unimore.it/tesori-modenesi-ritrovati.

8. Catalogo della mostra Perspectiva Artificialis: http://www.mmlab.unimore.it/site/home/laboratorio-visite-mostre/perspecti-
va-artificialis.html.
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I modelli della mostra, anche quando riproducono strumenti che hanno avuto in passato notevole
importanza in numerose attivita, artistiche ma non solo, sono stati realizzati per sostenere un discor-
so storico sulla prospettiva e sulla matematica delle proiezioni centrali. A questo scopo, nella loro
costruzione sono state rispettate le caratteristiche descritte nei trattati dell'epoca di artisti e matema-
tici, come ad esempio Leon Battista Alberti (1404-1472), lacomo Barozzi (1507-1573), Ignazio Danti
(1536-1586) e Albrecht Darer (1471-1528). La mostra si articolava in 5 sezioni: Misurare con la vista,
Prospettografi, Ombre e prospettiva, Anamorfosi, Prospettiva e trasformazioni (Maschietto, 2009).
Alcune delle macchine della Perspectiva Artificialis, oltre a essere esposte in mostre, sono state usate
in esperimenti didattici a scuola (Maschietto & Bartolini Bussi, 2005) e proposte in un percorso labo-
ratoriale sulla prospettiva in un contesto extra-scolastico (Maschietto, 2009).

3 Anamorfosi

Come sopra precisato, una sezione della mostra era riservata alle anamorfosi.

La diffusione delle anamorfosi e I'interesse per le illusioni ottiche si accompagnavano a modifiche
complesse nello spazio culturale. Esse erano legate a ragioni di ordine filosofico e religioso; ma anche
di ordine pratico e scientifico per suscitare meraviglia e ammirazione attraverso effetti scenografici, e
allo stesso tempo per mostrare la potenza della magia naturale; infine, di ordine estetico.

E sui modelli di questa sezione della mostra che & stato progettato e sperimentato il laboratorio pre-
sentato in questo articolo.

3.1 Le anamorfosi ottiche

Si chiamano ottiche le anamorfosi tracciate su una superficie bidimensionale e osservabili diretta-
mente, a occhio nudo. Nella loro costruzione si sequono le medesime leggi geometriche utilizzate
per una prospettiva normale, ma si trasgredisce, rovesciandole completamente, alle norme del codice
prospettico, basato su criteri di naturalita, armonia e verosimiglianza (Bartolini Bussi & Maschietto,
2006). Secondo Baltrusaitis (1978/2004), le prime incisioni di anamorfosi risalgono al 1531; & attri-
buita a Leonardo I'anamorfosi piu antica, contenuta nel Codice Atlantico. All'inizio le procedure per
realizzare correttamente i disegni erano tenute segrete; fu nel Seicento che i procedimenti geometrici
furono integralmente svelati, soprattutto grazie all'opera La perspective curieuse pubblicata nel 1638
da Jean-Francois Niceron (1613-1646): si passa dai metodi empirici, come quelli descritti nel trattato
Le due regole della prospettiva prattica di Barozzi-Danti (1583/1682), a «una scienza fondata sulla
geometria dei raggi visivi e su calcoli precisi» (Baltrusaitis, 1978/2004, p. 53). Lo stesso Baltrusaitis
sostiene che «l'anamorfosi non ¢ I'aberrazione in cui la realta e assoggettata a una visione della men-
te, ma un sotterfugio ottico nel quale l'apparenza eclissa la realta» (Baltrusaitis, 1978/2004, p. 15).
Comar aggiunge che i pittori di tali disegni «conducono cosi la prospettiva ai margini delle scienze
occulte, come una dimostrazione del dubbio cartesiano e delle vanita di questo mondo» (Comar,
1992, p. 50, traduzione delle autrici).

Le “buone regole” su cui molto insistevano i primi teorici, ma anche gli artisti piu aperti a sperimen-
tazioni, prevedevano che:

— l'osservatore fosse in posizione frontale, cioé collocato su un piano parallelo al quadro (Figura 2a),
in modo che almeno uno dei raggi visuali incidesse sul quadro stesso in direzione perpendicolare;
in altri termini, quasi nella stessa posizione dell’artista che aveva realizzato il quadro;

— l'altezza dell’orizzonte corrispondesse alla statura media di un osservatore.
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Quando l'osservatore non colloca il proprio occhio nel punto di vista che il pittore ha tenuto durante
I'esecuzione del disegno, le figure risultano deformi e quindi difficilmente riconoscibili. Infatti, nella
rappresentazione anamorfica (Figura 2b):

— la posizione del punto di vista era fortemente laterale, in modo che tutti i raggi visuali colpissero
I'oggetto molto obliqguamente;

— l'osservatore doveva porre I'occhio al filo del quadro per riuscire a ricostruire otticamente, in con-
formita al verosimile, la figura rappresentata;

— si poteva anche aumentare in modo esagerato |'altezza dell’orizzonte.

o o

oggetto

— —p ?

'
r
I
v
0
T
1
r
1
T
h .
1 sezione Y
1
l
1
'
1
'
:
'
[
r
[

[}
[}
[}
[}
[}
[}
[}
[}
)
[}
[}
[}
[}
[}
[}
\
[}
[}
Y
1
v
' sezione piramide visiva
1

' \
\
\
\ K .
v 1
' i Q, \
\ h . Y
' K S \
' h N .
[ N \
\ 1 - oggetto \
]
\ h N \
' ]
\ ! Q_Q
B ’ \, \
'
' ! S .
\ H S, \
. i N Y
1 h .
\ K “ \
1 . \
' . By
' i A s
\ i
1
'
\
[
1
'
1
\
\
\

U

b

occhio occhio

Figura 2. a) Schema per la prospettiva; b) Schema per I'anamorfosi.

Nella mostra Perspectiva Artificialis si trova I'anamorfosi ottica di un cubo (Figura 3): essa & stata
costruita (a partire da una prospettiva “normale”) non con operazioni geometriche, né con sorgenti
luminose, ma usando fili tesi secondo le istruzioni fornite da Niceron (1638/1663). Nella Figura 3 a si-
nistra si vede il disegno adottando un punto di vista frontale, come in generale per tutti i quadri (con
lo schema in Figura 2a), mentre a destra si vede lo stesso disegno ponendo I'occhio nel punto di vista
scelto dal pittore per la sua realizzazione (con lo schema in Figura 2b).

Figura 3. Anamorfosi ottica: a) Vista frontale; b) Vista laterale dall’oculare.
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Anamorfosi ottiche furono realizzate su intere pareti, come nel convento di Trinita dei Monti a
Roma (Niceron, 1638/1663), ma anche in quadri come in Gli Ambasciatori di Holbein (Baltrusaitis,
1978/2004).

3.2 Anamorfosi catottriche

Tra il 1615 e il 1625 comparve un nuovo strumento anamorfico, lo specchio, che sostitui I'immagine
riflessa alla visione diretta (Baltrusaitis, 1978/2004). Furono cosi realizzate anamorfosi catottriche con
I'uso di specchi di varie forme, ispirate anche dai dipinti cinesi diffusi all'epoca.

Nella mostra Perspectiva Artificialis sono presenti modelli che mettono in gioco specchi conici con
punto di vista sull'asse del cono (Figura 4) e punto di vista non appartenente all’asse (Figura 5), specchio
piramidale (Figura 6), specchio sferico e cilindrico (Figura 1).

Figura 6. Anamorfosi con specchio piramidale con punto di vista sull’asse della piramide.

3.2.1 Anamorfosi catottriche con specchio cilindrico

Tra i vari tipi di anamorfosi, il laboratorio presentato in questo articolo mette in gioco quelle catottri-
che con specchio cilindrico (di cui un esempio e gia stato mostrato in Figura 1).

Il primo a interessarsi a questo tipo di anamorfosi fu il matematico Jean-Louis Vaulezard che affronto,

DdM 2026 (19), 138-156 143



«Come disegnare forme strane in modo da vederle dritte utilizzando uno specchio particolare»: anamorfosi e laboratorio al museo /
Anita Lugli e Michela Maschietto

su richiesta dei suoi studenti, il problema di come disegnare una griglia che appaia come una griglia
di quadrati quando riflessa in uno specchio, in particolare cilindrico e conico (Andersen, 1996). La
soluzione fu pubblicata nel testo Perspective cilindrique et conique nel 1630. Vaulezard diede una
costruzione precisa, ma non identifico le linee che costituiscono la griglia in quanto non erano tra
quelle note all'epoca e non aveva a disposizione gli strumenti della geometria analitica per determi-
narne I'equazione (Andersen, 1996). Andersen sottolinea che la storia delle anamorfosi & un esempio
di come problemi pratici abbiano dato origine a problemi matematici; € anche un esempio di come sia
difficile colmare il divario tra tradizioni pratiche e formulazioni matematiche. Al termine della descri-
zione del suo metodo, Vaulezard riporta un altro metodo consistente in semirette radiali con origine
nel centro del cerchio di base del cilindro e in circonferenze concentriche. Tuttavia, egli scrisse di non
approvare tale metodo.

Come gia detto, lo studio e la realizzazione di anamorfosi furono centrali nel lavoro di Niceron, ispira-
to a sua volta da quello di Vaulezard. Ne La perspective curieuse (Niceron, 1638/1663), le anamorfosi
erano disegnate a partire da griglie: si proponeva la divisione del disegno originale in una griglia di
caselle quadrate e la loro riproduzione in una griglia dove le caselle quadrate erano deformate in
porzioni di corone circolari; o specchio cilindrico per decodificare I'immagine doveva avere diametro
uguale al lato orizzontale del disegno originale; infine, I'osservatore doveva trovare il punto di vista
frontale dal quale il disegno riflesso appariva nelle proporzioni corrette (Di Lazzaro et al., 2019). Un
esempio celebre & il ritratto di San Francesco da Paola presente ne La perspective curieuse. Tuttavia,
anche se il metodo fu molto usato nelle realizzazioni anamorfiche, la costruzione che si otteneva era
approssimata. Come gia sostenuto da Vaulezard, Niceron scriveva:

«Questa costruzione sembra essere fatta senza osservazione degli angoli di incidenza e di rifles-
sione, e senza distanza e determinata altezza dell’occhio: cosi non pretendo che essa sia una
dimostrazione perfetta [...], poiché ho voluto dare un metodo familiare e comprensibile a coloro
che sono poco propensi ai principi della matematica».

(Niceron, 1638/1663, p. 160, traduzione delle autrici)

Per quanto riguarda gli strumenti per questo tipo di anamorfosi, si ricorda quello ideato da Jacob
Leupold (1674-1727) di cui una riproduzione & conservata al Museo Galileo di Firenze.®

3.2.2 Trasformazione realizzata da uno specchio cilindrico e proprieta

Per la progettazione del lavoro di gruppo sulle anamorfosi catottriche a specchio cilindrico (par. 4.2.2)
& stata considerata la costruzione precisa della griglia curva, come appena discusso (in generale si &
seguita la tradizione di Niceron con griglia costituita da circonferenze).'® Inoltre, sono state individua-
te quali proprieta della trasformazione realizzata dallo specchio cilindrico possono essere scoperte
svolgendo compiti pratici e utilizzate per realizzare in modo empirico una griglia curva il cui riflesso
& un reticolo.

Si consideri un cilindro riflettente posto su un piano  (Figura 7), un punto di vista P, (dove si pone
I'occhio dell'osservatore) e il piano y' passante per l'asse del cilindro e perpendicolare al segmento
OV (segmento che congiunge il centro del cerchio di base del cilindro e la proiezione ortogonale di
P, sul piano m). La trasformazione realizzata dallo specchio cilindrico' e la corrispondenza tra i punti
Pdiy'eipunti Qdim.

9. https:/redi.imss.fi.it/invenzioni/index.php/Strumento_per_anamorfosi_cilindriche

10. Come esempio, si veda https://www.museogalileo.it/images/pdf/didattica/da casa/fai da te strumenti/anamorfosi.pdf
11. Riportata in https:/www.macchinematematiche.org/mm/images/approfondimenti/anamorfosi%20cilindro.pdf dove P, e
V/ vengono rispettivamente indicati con O e O'
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Figura 7. Trasformazione individuata dallo specchio cilindrico

Il punto A & il riflesso del punto Q sullo specchio visto ponendo I'occhio su P, (Figura 7): siccome i
punti P, A e P, sono allineati, I'osservatore non distingue i punti P e A. Sul piano y' viene costruito il
reticolo, mentre sul piano T la corrispondente griglia curva. E quindi possibile determinare quale figu-
ra F (immagine anamorfica) deve essere disegnata sulla griglia curva affinché I'osservatore veda sullo
specchio una figura F' prefissata sul reticolo ponendo I'occhio in P,. Le proprieta invarianti di questa
trasformazione messe in gioco durante il laboratorio sono le seguenti:

1. un qualsiasi segmento appartenente al segmento OV sul piano m corrisponde a un segmento del
piano y' che appartiene all'asse del cilindro (ad esempio i segmenti TU e LN in Figura 7);

2. un segmento sul piano m che, opportunamente prolungato, forma con OV un determinato angolo
acuto'” corrisponde a un segmento sul piano y' parallelo all‘asse del cilindro (ad esempio i segmen-
ti SR e KM in Figura 7);

3. particolari linee curve' sul piano T corrispondono a segmenti sul piano y' perpendicolari all’asse
del cilindro (ad esempio la linea curva di estremi UR e il segmento NM in Figura 7);

4. segmenti sul piano T paralleli a OV e non appartenenti a OV corrispondono a linee curve sul piano y';

5. segmenti sul piano 1 perpendicolari a OV corrispondono a linee curve sul piano y".

Le proprieta 1 e 2 possono anche essere riassunte come segue: a segmenti sul piano y' paralleli o
appartenenti all'asse del cilindro corrispondono segmenti sul piano . Inoltre, tali segmenti sul piano
y' sono gli unici segmenti la cui immagine anamorfica & ancora un segmento. Infine, si puo osservare
che piu aumenta la distanza, sul piano y', del segmento dall’asse del cilindro pit aumenta I'ampiezza
dell’angolo compreso tra I'immagine anamorfica (opportunamente prolungata) e il segmento OV.

4 Il laboratorio sulle anamorfosi catottriche con specchio cilindrico

Il quadro di riferimento per la progettazione delle attivita & il laboratorio di matematica cosi come de-
lineato in Matematica 2003 (Anichini et al., 2004), con la presenza di artefatti culturali che sono usati
per costruire significati matematici. L'idea di laboratorio con le macchine matematiche é stata alla base

12. l'ampiezza dell’angolo dipende dalle caratteristiche geometriche del cilindro e dalle posizioni dei punti £, e S. La determi-
nazione di tale angolo non viene esplicitata in quanto non rientra tra gli obiettivi del laboratorio

13. Individuate con I'utilizzo del software di geometria dinamica GeoGebra, la cui definizione e formula analitica non vengono
esplicitate in quanto non rientrano tra gli obiettivi del laboratorio
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di sperimentazioni in classe nel quadro teorico della mediazione semiotica (Bartolini Bussi & Maschiet-
to, 2006), ma anche implementata in contesti extrascolastici (Maschietto & Martignone, 2008). Nello
specifico delle macchine matematiche, laboratori su sezioni coniche e trasformazioni geometriche
sono proposti nella sala espositiva della collezione permettendo di accostare al laboratorio vero e pro-
prio la visita alla mostra Macchine, meccanica e matematica attualmente allestita (Maschietto, 2024).
Accanto alla discussione generale sulle varie forme di apprendimento/educazione formale, non for-
male e informale, negli ultimi anni alcuni ricercatori hanno delineato un nuovo filone di ricerca riguar-
dante I'educazione matematica informale (Nemirovsky, 2018; Nemirovsky et al., 2017). Gli ambienti
dell’educazione matematica informale differiscono da quelli scolastici principalmente per i seguenti
motivi: le proposte non hanno rigidi confini disciplinari in quanto le attivita possono spaziare dalla
matematica all'arte, alla storia, alle scienze, al gioco; le attivita non sono accompagnate dalle tradizio-
nali forme di valutazione scolastica; nella maggior parte dei casi i partecipanti sono piti 0 meno liberi
di prendere parte alle attivita proposte. Tuttavia, essi sono intenzionalmente progettati per favorire
I'apprendimento della matematica e coinvolgono animatori esperti e strumenti di vario tipo ad uso
dei partecipanti. Nemirovsky et al. (2017) sottolineano che

«Le possibilita rilevate dalla ricerca sull'educazione matematica informale indicano un tipo di ap-
prendimento in cui chi apprende si impegna in questioni per lui significative, amplia la percezione
delle proprie capacita, raggiunge la padronanza nell’apprendere attraverso la collaborazione e
intraprende sperimentazioni inaspettate. Proponiamo che rendere possibile questo tipo di ap-
prendimento sia |'obiettivo principale dell’educazione matematica informale».

(Nemirovsky et al., 2017, p. 970, traduzione delle autrici)

In quest’ottica, le mostre e i laboratori di matematica nei musei si possono configurare come ambienti
di educazione matematica informale. Questo aspetto sara discusso in relazione al laboratorio sulle
anamorfosi.

Nel seguito di questo paragrafo viene dettagliato il laboratorio sulle anamorfosi che & stato costruito
a partire da modelli sulla prospettiva presenti nella Collezione Macchine Matematiche, descrivendo la
struttura del laboratorio e le attivita proposte.

4.1 Struttura del laboratorio

Il laboratorio sulle anamorfosi catottriche con specchio cilindrico é stato progettato per far scoprire a
studenti della scuola secondaria di primo grado le anamorfosi come trasformazioni di figure.

Il percorso laboratoriale, della durata di un‘ora e mezza, & suddiviso in tre parti: introduzione, lavoro
di gruppo e conclusione.

Nella parte introduttiva (par. 4.2.1) viene mostrata una copia degli acquerelli esposti alla mostra Tesori
modenesi ritrovati (Beggi Miani et al., 2025) e viene presentato il quadro storico sulle anamorfosi
attraverso l'interazione con alcune macchine matematiche: il vetro di Direr (che verra presentato
in Figura 10), I'anamorfosi ottica del cubo (Figura 3) e I'anamorfosi catottrica con specchio cilindrico
(Figura 1). Gli obiettivi specifici di questa parte sono stupire gli studenti e fornire alcuni elementi per
comprendere come storicamente nascono e si sviluppano le anamorfosi.

Nella seconda parte (par. 4.2.2) gli studenti sono coinvolti in un lavoro a piccolo gruppo (due/tre compo-
nenti per gruppo) in cui viene richiesto loro di realizzare anamorfosi catottriche a specchio cilindrico, gio-
cando su cio che si vede nel foglio e I'immagine riflessa sullo specchio. L'obiettivo specifico & far scoprire
alcuni invarianti della trasformazione che porta a un disegno anamorfico (par. 3.2.2). Per accompagnare gli
studenti in questa attivita viene fornita una scheda guida con le consegne da svolgere, un cilindro riflet-
tente, un oculare e delle schede ausiliarie per svolgere le varie richieste (Figura 8), oltre a matite e pennarelli
per disegnare. Per la costruzione della griglia curva si & sequito quanto riportato nei par. 3.2.1 e 3.2.2.

DdM 2026 (19), 138-156 146



«Come disegnare forme strane in modo da vederle dritte utilizzando uno specchio particolare»: anamorfosi e laboratorio al museo /
Anita Lugli e Michela Maschietto

Figura 8. Materiale per il lavoro di gruppo

Nella parte conclusiva (par. 4.2.3) sono mostrati altri modelli della mostra: I'anamorfosi catottrica con
specchio piramidale (Figura 6), le due anamorfosi catottriche con specchio conico (Figura 4 e Figura 5) e
il pantografo di Parré.'* Infine, gli studenti hanno la possibilita di ricostruire le immagini degli acque-
relli utilizzando specchi cilindrici di diverse dimensioni.

Al termine del percorso laboratoriale si e chiesto agli studenti di compilare un questionario valutativo
dell’esperienza in forma anonima (par. 4.3).

4.2 Le attivita per la classe
In questo paragrafo verranno illustrate piu nel dettaglio le diverse attivita proposte nel percorso di-
dattico sulle anamorfosi, con un focus particolare sul lavoro di gruppo.

4.2.1 Momento introduttivo

Gli studenti vengono accolti mostrando loro delle strane immagini (un esempio é riportato in Figura 9),
copie di alcuni degli acquerelli esposti alla mostra Tesori modenesi ritrovati (Beggi Miani et al., 2025).
Le immagini appaiono deformate e non e chiaro cosa raffigurino, ma sono proposte proprio per in-
curiosire. Viene spiegato loro che questi acquerelli, cosi come tanti altri dipinti, sono stati realizzati da
pittori con l'intento di stupire I'osservatore o nascondere messaggi segreti e che attraverso il laborato-
rio scopriranno come sono stati realizzati, come possono essere visti per capire cosa rappresentano e
persino diventare loro stessi autori di immagini sorprendenti che suscitano meraviglia in chi le osserva.

Figura 9. Tav I'® dalla collezione di anamorfosi della mostra Tesori modenesi ritrovati.

Si'inizia poi con un po’ di storia sulla prospettiva rendendo il discorso interattivo grazie all’utilizzo di
macchine matematiche. Dapprima viene mostrato il vetro di Durer (la vista dall'oculare in Figura 10b)

14. http://www.mmlab.unimore.it/site/nome/laboratorio-visite-mostre/perspectiva-artificialis/4.-anamorfosi/pa-sez-anamorfo-
si/articolo16051832.html.
15. https://www.strumentazionestorica.unimore.it/collezione-di-anamorfosi-2.
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per spiegare come i pittori del Quattrocento realizzavano i loro dipinti in prospettiva, anche senza
essere a conoscenza delle varie regole geometriche dietro la costruzione delle immagini prospetti-
che. Gli studenti guardando attraverso |'oculare osservano che I'immagine del quadro si sovrappone
perfettamente all'oggetto reale e possono imitare i gesti compiuti dal pittore per realizzare il dipinto.
Poi si presentano le regole seguite dal pittore: dal punto di vista parte una piramide visiva i cui raggi
rettilinei attraversano il piano del quadro e toccano I'oggetto reale; I'intersezione tra questi raggi visivi
con il piano del quadro genera l'immagine prospettica.

Figura 10. a) Vetro di A. Durer'® dalla mostra Perspectiva Artificialis; b) Vista dall’oculare.

Si passa poi all'anamorfosi ottica del cubo, che gli studenti osservano dapprima ponendosi di fronte al
quadro (Figura 3a) e solo dopo aver formulato ipotesi su cio che secondo loro e stato raffigurato, collo-
cano l'occhio nel punto di vista scelto dal pittore (Figura 3b) e rimangono stupiti nel vedere I'immagine.
Per suscitare ancor piu stupore, si passa all'anamorfosi catottrica a specchio cilindrico (Figura 1): agli
studenti viene mostrata prima solo I'immagine anamorfica, poi viene opportunamente posizionato lo
specchio cilindrico cosi da vedere nel riflesso I'immagine dell'oggetto.

4.2.2 Lavoro di gruppo

Nel momento centrale del laboratorio gli studenti sono divisi in binomi di lavoro e coinvolti in attivita
pratiche che li invitano a confrontare cio che si vede sul foglio con I'immagine riflessa sullo specchio
per poi arrivare a realizzare delle anamorfosi catottriche a specchio cilindrico.

All'inizio delle attivita, dopo aver distribuito il materiale necessario, vengono date le indicazioni su
come posizionare lo specchio cilindrico e 'oculare (Figura 11a, b): il cilindro va sempre posizionato sul
cerchio di centro O e I'oculare sul punto V. Inoltre, viene specificato che il riflesso sul cilindro va sem-
pre guardato attraverso I'oculare.

La scheda guida prevede cinque consegne. | compiti delle prime quattro consegne hanno lo scopo
di aiutare gli studenti a individuare gli invarianti della trasformazione dellimmagine sul foglio nell’im-
magine riflessa sullo specchio cilindrico. La quinta consegna invece richiede di realizzare I'anamorfosi
cilindrica di figure geometriche piane: per svolgere questo compito gli studenti devono reinvestire le
conoscenze che hanno sui reticoli e combinarle opportunamente con le proprieta sulle anamorfosi
scoperte fino a quel momento.

Prima consegna
Per svolgere il primo compito viene consegnato un foglio in cui & stampato, oltre al cerchio di base
del cilindro e il segmento OV, un reticolo (Figura 11a); viene chiesto agli studenti di osservare il riflesso

16. Catalogo della mostra http://Awww.mmlab.unimore.it/site/home/laboratorio-visite-mostre/perspectiva-artificialis/2.-pro-
spettografi/pa-sez-prospettografi/articolo16051759.html.
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del reticolo sullo specchio attraverso I'oculare (Figura 11b) per poi descrivere quello che notano. Grazie
a questa prima richiesta gli studenti scoprono che tutti i segmenti del reticolo vengono riflessi in linee
curve, tranne il segmento OV il cui riflesso rimane sempre un segmento, come evidenziato da alcune
risposte scritte sulla scheda:

1. «ll reticolo dal punto di vista, si vede deformato. Sembra arrotondato e diverso da come si mostra
sul foglio»,

2. «Noto che la linea nera rimane dritta, invece le altre linee diventano curve»;

3. «l segmenti blu si curvano verso il basso, i segmenti rossi curvano verso il centro. Invece la retta
VO rimane dritta e non si curva».

Gli studenti, come ben riassume la risposta 3, individuano empiricamente le prime caratteristiche

geometriche della trasformazione realizzata dallo specchio cilindrico, ovvero le proprieta 1, 4 e 5
riportate nel par. 3.2.2.

Figura 11. a) Posizionamento dello specchio cilindrico e dell’oculare; b) Vista dall’oculare

Per affrontare le tre consegne successive viene dato un foglio su cui sono stampati dei punti rossi e
gialli allineati perpendicolarmente al segmento OV e un punto blu sul segmento OV (Figura 12a).

Seconda consegna

Dapprima viene chiesto agli studenti di osservare il riflesso dei punti rossi e gialli attraverso I'oculare
(Figura 12b) e di descrivere quello che notano. Con questo secondo compito gli studenti scoprono
che punti allineati perpendicolarmente al segmento OV vengono riflessi in punti disposti su una linea
curva simile ad un arco di circonferenza, come confermato dalle loro risposte:

1. «Notiamo che i punti gialli e rossi, invece che con disposizione a linea retta sono disposti a linea
curvay;

2. «Notiamo che i punti gialli e rossi formano una semicirconferenza»;

3. «l punti riflessi sul cilindro sembrano formare una semicirconferenza».

In particolare, la risposta 1 evidenzia che I'allineamento dei punti sul foglio non viene conservato nel
riflesso sullo specchio. Cosi gli studenti possono ritrovare la proprieta 5 del par. 3.2.2, gia incontrata
svolgendo la prima richiesta della scheda, ma questa volta ponendo I'attenzione su come cambia la
disposizione dei punti passando dal disegno sul foglio (punti allineati perpendicolarmente al segmen-
to OV) al riflesso sullo specchio (punti non allineati).
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Figura 12. a) Posizionamento dello specchio cilindrico e dell’oculare; b) Vista dall’oculare.

Terza consegna

Con la terza consegna gli studenti iniziano a disegnare e viene chiesto loro, mentre guardano il ci-
lindro attraverso l'oculare, di tracciare sul foglio, partendo dai punti gialli, dei segmenti i cui riflessi
risultino verticali. Dopodiché, devono descrivere cosa osservano confrontando il disegno realizzato
sul foglio con il riflesso sullo specchio. Nonostante alcuni studenti manifestino qualche difficolta nel
disegnare guardando lo specchio e non direttamente la mano (come emerge anche dalle risposte
al questionario riportate nel par. 4.3), in tutti i gruppi vengono realizzati disegni (alcuni esempi sono
riportati in Figura 13) che danno la possibilita di notare che per ottenere un segmento verticale sullo
specchio bisogna disegnarlo sul foglio non parallelo al segmento OV (Figura 12). Ecco alcune risposte
scritte degli studenti in cui emerge una regola scoperta:

1. «Notiamo che le linee appaiono verticali nel riflesso, ma nel foglio in realta sono inclinate»;
2. «Notiamo che i segmenti tracciati nella realta sono obliqui mentre quelli sul cilindro sono verticali»;
3. «Sul cilindro le linee sono parallele alla linea nera, invece sul foglio le linee sono oblique alla linea nera.

In particolare, come evidenzia la risposta 3, gli studenti notano che il parallelismo sullo specchio (tra il
riflesso del segmento disegnato e il riflesso di OV) non si conserva sul foglio (tra il segmento disegnato
e OV). Gli studenti possono quindi individuare in modo pratico, la proprieta 2 (par. 3.2.2).

Inoltre, alcuni gruppi ripetono la richiesta della consegna anche per i punti rossi ottenendo piu seg-
menti il cui riflesso & un segmento verticale (Figura 13¢). In questo caso hanno la possibilita di notare
che pil ci si allontana da OV piu il segmento disegnato sul foglio deve essere inclinato affinché il suo
riflesso nello specchio cilindrico risulti ancora verticale (par 3.2.2), come conferma la risposta scritta di
un gruppo: «Le linee sul cilindro sono dritte pero sul foglio vanno verso I'esterno e sempre pit che si
va in orizzontale vanno in obliquo».

Figura 13a, b, c. Alcuni disegni realizzati per la terza e quarta consegna.
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Quarta consegna

La quarta consegna e stata progettata per portare gli studenti a scoprire che per ottenere un seg-
mento orizzontale sullo specchio cilindrico bisogna disegnare una determinata linea curva sul foglio
(ossia quella presentata in Figura 12). Percio, dapprima viene chiesto loro, mentre guardano il cilindro
attraverso 'oculare, di disegnare sul foglio tre punti il cui riflesso si trovi alla stessa altezza del riflesso
del punto blu; e poi, guardando direttamente sul foglio, di tracciare la curva che collega il punto blu
con quelli appena tracciati. In analogia alle consegne precedenti, la quarta consegna si conclude con
la richiesta di confrontare la curva disegnata sul foglio con il suo riflesso sullo specchio cilindrico e
descrivere cio che si nota. Ecco alcune loro conclusioni:

1. «Dal riflesso del cilindro riusciamo a vedere che la curva fatta sul foglio, guardando dall‘oculare
risulta dritta»;

2. «l punti disegnati non sono in linea perpendicolare rispetto alla linea OV mentre nel riflesso si. E
la linea curva sul foglio & dritta nel riflesso,

3. «Notiamo che la curva che avevamo disegnato per collegare tutti i punti, nel riflesso del cilindro si
é trasformata in una linea retta anche se sul foglio abbiamo disegnato una curva».

Svolgendo questo compito gli studenti possono scoprire in modo pratico la proprieta 3 (par 3.2.2),
come sottolinea la risposta 2.

Grazie alle prime quattro consegne gli studenti hanno modo di scoprire alcune regole per realizzare
un‘anamorfosi cilindrica. In particolare, combinando quanto appreso svolgendo la terza e la quarta
consegna potrebbero immaginare un metodo empirico che consente di tracciare una griglia curva sul
foglio il cui riflesso sullo specchio & un reticolo.

Quinta consegna

Gli studenti affrontano infine I'ultima consegna della scheda guida: realizzare I'anamorfosi cilindrica
di figure geometriche piane. Per svolgere questo compito viene fornito loro un reticolo con alcune
figure geometriche e la rispettiva griglia curva (Figura 14a). Quando viene consegnato il materiale
agli studenti, viene spiegato che la griglia curva € analoga a quella che avrebbero potuto costruire
empiricamente con le regole appena scoperte. Per svolgere questo compito, gli studenti non devono
guardare il cilindro attraverso l'oculare (Figura 14b), ma disegnare direttamente I'anamorfosi sul foglio.
Man mano che disegnano, gli studenti possono controllare guardando lo specchio dopo averlo op-
portunamente posizionato (Figura 14a).

Figura 14. a) Posizionamento dello specchio cilindrico e dell’oculare; b) Vista dall’oculare.

Le figure geometriche sono state scelte in modo che il reticolo fornisca delle informazioni precise per
agevolare la loro riproduzione sulla griglia curva e la realizzazione dell'immagine anamorfica, che
presenta gradi di difficolta differenti a seconda della figura proposta.
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Una volta terminato il disegno sulla griglia curva, viene consegnata agli studenti la scheda di verifica
relativa al loro reticolo (in cui é riportata I'immagine simmetrica del reticolo e delle figure piane) e
viene chiesto loro di controllare, guardando sul cilindro attraverso I'oculare, che I'immagine riflessa
corrisponda con l'immagine della scheda di verifica.

Per consentire a tutti di completare l'ultimo compito & stata proposta un’attivita aggiuntiva: man
mano che gli studenti terminano viene dato loro un reticolo privo di disegni e una nuova griglia curva
per poter realizzare la loro anamorfosi. Per svolgere questo compito gli studenti dapprima disegnano
sul reticolo un‘immagine, poi ne tracciano I'immagine anamorfica sulla griglia curva. Infine, una volta
terminato di disegnare, verificano con lo specchio cilindrico e I'oculare. Con questo compito ag-
giuntivo alcuni studenti notano che I'immagine riflessa sullo specchio cilindrico & sempre simmetrica
rispetto a quella disegnata sul reticolo. In particolare, questa proprieta viene individuata dai gruppi
che decidono di realizzare un'immagine anamorfica di figure non simmetriche, ad esempio disegni
contenenti numeri o lettere non simmetriche (Figura 15a, b).

(2) (b)

Figura 15. a) Anamorfosi inventata durante il lavoro di gruppo; b) Vista dall’oculare.

4.2.3 Momento conclusivo

Nell'ultima parte del laboratorio sono mostrate le altre anamorfosi della mostra (descritte precedente-
mente nelle Figure 4, 5 e 6). Come nell’introduzione al laboratorio, gli studenti prima formulano ipotesi
sullimmagine che si potrebbe vedere sullo specchio e poi guardano attraverso I'oculare. Viene infine
mostrato il pantografo di Parré presente nella mostra e spiegato agli studenti come utilizzarlo.

Il laboratorio si conclude svelando che gli acquerelli visti nell’introduzione al laboratorio sono imma-
gini anamorfiche rispetto a un‘anamorfosi catottrica a specchio cilindrico e fornendo specchi cilindrici
di diverse dimensioni per poterli vedere. Gli studenti liberamente posizionano i vari cilindri sulle copie
degli acquerelli ritrovati e cercano la giusta angolazione da dove guardare lo specchio, per poi sor-
prendersi quando scoprono I'immagine nascosta dietro I'anamorfosi.

4.3 Questionario di valutazione

Al termine del laboratorio, e stato chiesto agli studenti di compilare un questionario valutativo dell’e-
sperienza, in forma anonima. L'effettivo dei questionari raccolti & 77. Il questionario era composto di
7 domande (da 1 a 7) valutate mediante scala Likert a 5 livelli (1. Molto; 2. Si; 3. Cosi cosi; 4. No; 5.
Per niente); 3 domande (8, 9 e 11) aperte e una domanda (la decima) di valutazione del laboratorio
con una scala da 1 a 10. Due domande (precisamente la prima e la terza) chiedevano anche di detta-
gliare I'opzione scelta: in particolare, per la Domanda 1 si chiedeva di indicare cosa si riteneva di aver
imparato nel laboratorio.

Le risposte alla Domanda 1 «Credi di aver imparato cose nuove durante il laboratorio?» (Figura 16) han-
no dato un riscontro positivo al laboratorio. Le risposte degli studenti mostrano quanto di inaspettato ci
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fosse per loro nelle attivita del laboratorio. Oltre alla risposta riportata nel titolo del presente articolo,
se ne presentano altre qui di sequito:

— «Facendo una forma curva non pensavo che da un'angolazione si vedesse dritta»;
— «Non sapevo che c’erano dei metodi per vedere dei disegni tramite uno specchio»;
— «C'® un mondo nuovo da scoprire;

— «Che il riflesso si trasforma e da vita a un'immagine»;

— «Caratteristiche della prospettiva e nuove regole della geometria;

— «Come nasce la prospettiva.

1. Credi di aver imparato cose nuove durante il
laboratorio?

50

50

40

30

20

. l

. | ] - —
Molto Si Cosi cosi No Per niente

Figura 16. Distribuzione delle risposte alla Domanda 1

Altre domande intendevano raccogliere opinioni sulla metodologia laboratoriale, sul lavoro di gruppo
e sulla collaborazione tra studenti. Il laboratorio e stato ritenuto interessante dall’80% degli studenti,
mentre non e proprio piaciuto solo al 5% (Figura 17).

7. Hai trovato interessante il laboratorio?

\

s Molto mSi sCosicosi = No s Perniente

Figura 17. Distribuzione delle risposte alla Domanda 7

Anche il voto dato al laboratorio, in risposta alla Domanda 10, conferma il successo della proposta
(Figura 18). Il voto 1 & stato assegnato da uno studente che ha dichiarato poco interesse per le cose
pratiche e scarsa collaborazione nel lavoro di gruppo e da uno studente che, al contrario, avrebbe
preferito lavorare da solo.
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10. Da 1 a 10 che voto daresti al laboratorio?
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Figura 18. Distribuzione dei voti attribuiti al laboratorio, con media 8 (77 risposte).

Alla domanda su eventuali difficolta incontrate durante le attivita, 45 studenti hanno risposto di non
averne avute, mentre quelle indicate riguardavano disegnare guardando lo specchio e non la mano
sul foglio.

L'ultima domanda chiedeva di scrivere qualche commento sull'esperienza. Circa i tre quarti degli
studenti hanno aggiunto commenti che confermano quanto il laboratorio abbia proposto esperienze
nuove e inaspettate. Si riportano alcuni di questi:

«Mi & piaciuto molto perché era interessante vedere come sono storte le figure quando le disegni

per farle combaciare allo specchio»;

— «l'esperienza mi e piaciuta molto, e quando riuscivo a creare le illusioni mi sentivo come se fossi
veramente un matematico;

— «Bellissima la vorrei rifare: mi & piaciuto disegnare cose curve e rivelar il vero disegno»;

— «Ame é piaciuta molto, un‘esperienza alternativa e interessante, non mi sono mai annoiata e fatto
sta che mi sono molto divertita»;

— «Mi e piaciuta molto perché oltre a spiegarci cose nuove ci hanno anche fatto provare come si

disegnava in quel modo (difficile) ma bello comunque».

5 Bilancio dell’esperienza

In questo articolo é stato presentato un laboratorio sulle anamorfosi progettato per studenti di scuola
secondaria di primo grado a partire da modelli presenti nella Collezione Macchine Matematiche. | dati
raccolti durante lo svolgimento delle attivita e i riscontri forniti dagli studenti mediante il questionario
valutativo dell’esperienza mostrano che gli obiettivi prefissati in fase di sperimentazione sono stati
complessivamente raggiunti.

Per quanto riguarda il primo obiettivo, si puo affermare che gli studenti sono rimasti stupiti dalle
attivita svolte. | ragazzi si sono recati presso la sede della collezione sapendo di dover svolgere un
laboratorio di matematica e probabilmente pensando ad attivita pit o meno simili a quelle proposte
comunemente a scuola. Tuttavia, gia dal momento introduttivo hanno potuto intuire che le attivita al
museo avrebbero permesso loro di incontrare la matematica in una forma diversa da quella a cui era-
no abituati, in quanto sono stati accolti con oggetti “inaspettati” (macchine matematiche e immagini
anamorfiche). Come emerge dalle risposte al questionario, in particolare alla Domanda 11, le attivita
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del laboratorio sono state percepite dagli studenti come innovative, sorprendenti e divertenti. Inoltre,
il contesto informale del museo e gli strumenti coinvolti sembrano aver favorito un atteggiamento
aperto, curioso e disponibile alla sperimentazione durante il lavoro di gruppo: in generale, gli studenti
hanno partecipato con interesse e senza timore di sbagliare, impegnandosi nonostante alcune diffi-
colta a portare a termine le richieste delle consegne.

Il secondo obiettivo di fornire alcuni elementi per comprendere come nascono e si sviluppano le ana-
morfosi e stato raggiunto: manipolando e osservando i modelli esposti, gli studenti si sono messi nei
panni degli artisti imitandone i gesti compiuti per realizzare un quadro in prospettiva, nei panni dei
matematici individuando alcune regolarita geometriche utilizzate dal pittore per realizzare un'imma-
gine prospettica e infine nei panni di chi osserva le immagini anamorfiche e ne rimane meravigliato
quando scopre come guardarle per capire cosa rappresentano. Come evidenziano anche alcune ri-
sposte al questionario finale, gli studenti hanno scoperto che la storia delle anamorfosi & il risultato
di un‘alternanza tra le pratiche empiriche elaborate dai pittori per realizzare immagini “sorprendenti”
e le riflessioni teoriche dei matematici, che hanno progressivamente formalizzato le regole emerse
dall’esperienza degli artisti.

Il terzo obiettivo & stato raggiunto grazie al lavoro di gruppo. Svolgendo compiti pratici apposita-
mente progettati, gli studenti hanno scoperto invarianti delle anamorfosi (par. 3.2.2) e li hanno messi
in gioco nella realizzazione delle proprie immagini anamorfiche. Gli studenti hanno cosi potuto spe-
rimentare |'intreccio tra il lavoro del pittore e quello del matematico e sono andati oltre il semplice
stupore suscitato dalla rivelazione dell'immagine nascosta, perché hanno imparato in modo pratico
come realizzare un'immagine anamorfica.

Il laboratorio sulle anamorfosi & stato appositamente pensato per essere svolto al museo, non solo
per mostrare i modelli descritti nell‘articolo ma anche per sostenere il discorso storico sullo sviluppo
della prospettiva. Il target della scuola secondaria di primo grado é stato determinato dall’iniziativa in
cui il laboratorio e stato inserito; un suo adattamento per classi di scuola secondaria di secondo grado
potrebbe permettere di approfondire maggiormente la matematica coinvolta.

In riferimento alla ricerca di Nemirovsky et al. (2017), il laboratorio sulle anamorfosi propone un argo-
mento che non compare esplicitamente nel curricolo scolastico, ma che ha comunque suscitato I'in-
teresse in diversi docenti (probabilmente per il fatto che spazia dalla matematica alla storia e all'arte)
spingendoli a proporlo alle loro classi. Le attivita sulle anamorfosi sono state progettate e condotte da
animatrici esperte per favorire I'apprendimento della matematica nel contesto informale del museo,
attraverso I'utilizzo di macchine matematiche e il coinvolgimento dei partecipanti in attivita che non
presentano la connotazione formale tipica dei percorsi legati a contenuti curricolari. E possibile quindi
concludere che il laboratorio sulle anamorfosi al museo presentato in questo articolo si puo configu-
rare come un caso di educazione matematica informale, in cui gli studenti apprendono la matematica
attraverso la collaborazione con i compagni e mediante sperimentazioni inaspettate.
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Sunto / Lintroduzione della radice quadrata puo
rappresentare una sfida complessa nello studio
della matematica, generando difficolta sia cogni-
tive che emotive e mettendo in discussione intui-
zioni consolidate. Talvolta l'argomento viene
proposto in modo meccanico, senza fornire rap-
presentazioni concrete e senza lasciare spazio a
domande, dubbi o curiosita. Questo contributo
descrive un percorso laboratoriale, svolto in clas-
si seconde della scuola secondaria di primo gra-
do italiana, ispirato alla teoria dell’apprendi-
mento significativo di Ausubel, che favorisce
I’integrazione tra nuovi concetti e conoscenze
pregresse in un ambiente motivante e collabora-
tivo. Attraverso la piegatura di modelli origami e
giochi didattici, gli studenti possono costruire
una comprensione solida delle radici quadrate e
delle loro proprieta. Il laboratorio, sperimentato
anche in presenza di una studentessa cieca, sti-
mola I'apprendimento attivo, la costruzione con-
divisa del sapere e la riflessione metacognitiva.

Parole chiave: radice quadrata; origami; giochi
didattici; apprendimento significativo; disabilita
visive.

Abstract / Introducing square roots might be a
complex challenge in learning mathematics,
bringing both cognitive and emotional difficul-
ties and challenging established beliefs. Some-
times, the topic is taught mechanically, without
providing models or leaving room for questions,
doubts, or curiosity.

This contribution describes a hands-on workshop
carried out in seventh grade classes of Italian
lower secondary school, inspired by Ausubel’s
theory of meaningful learning, which promotes
the integration of new concepts with prior
knowledge in a motivating and collaborative en-
vironment. Through the folding of origami mod-
els and didactical games, students can build a
solid understanding of square roots and their
properties. The workshop, which was also tested
with a blind student, fosters active learning,
shared knowledge construction, and metacogni-
tive reflection.

Keywords: square root; origami; didactical
game; meaningful learning; visual impairments.
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1 Introduzione

Nella scuola secondaria di primo grado italiana," il concetto di radice quadrata viene generalmente
introdotto nel secondo anno, in linea con gli obiettivi specifici di apprendimento delle Indicazioni na-
zionali per il curricolo della scuola dell’infanzia e del primo ciclo d'istruzione (Ministero dell’Istruzione
e del Merito [MIM], 2025).

Secondo quanto riferito da alcuni insegnanti,” molti studenti percepiscono questo argomento come
particolarmente difficile e poco chiaro; gli insegnanti riferiscono inoltre che non di rado subentrano
timori alimentati dai racconti allarmanti dei compagni pit grandi.

Queste narrazioni riflettono, in realta, le difficolta autentiche che molti studenti incontrano, sia sul
piano cognitivo che su quello emotivo. Dal punto di vista cognitivo, infatti, la radice quadrata é
un concetto che richiede un livello di pensiero astratto non ancora pienamente sviluppato in molti
studenti di questa fascia d'eta. A 12-13 anni, la capacita di ragionare in modo astratto sugli oggetti
matematici, come numeri irrazionali o operazioni inverse, & ancora in fase di maturazione (Susac et
al., 2014), e questo rende l'accesso al significato profondo del concetto particolarmente impegnativo.
Sul piano emotivo, invece, I'argomento pud generare ansia o disinteresse, soprattutto quando viene
proposto in modo meccanico, senza connessioni con |'esperienza e senza valorizzare la curiosita e il
senso di scoperta degli studenti (Kanefke & Schukajlow, 2024).

La radice quadrata viene solitamente introdotta come operazione inversa dell’elevamento al quadra-
to. In questo approccio, I'attenzione si concentra principalmente sull’aspetto procedurale del con-
cetto, cioé sul calcolo del valore della radice. Di conseguenza, I'insegnamento tende a privilegiare
tecniche operative — come |'uso delle tavole, degli algoritmi di estrazione o della calcolatrice — piutto-
sto che guidare gli studenti alla comprensione del significato concettuale della radice e del contesto
matematico in cui essa si colloca.

In aggiunta, un‘impostazione centrata principalmente sul calcolo approssimato della radice quadrata,
rischia di ridurre I'argomento a una mera questione operativa. In questo modo, si perde I'occasione di
mostrare come l'introduzione della radice consenta di ampliare I'insieme dei numeri noti agli studenti,
portandoli a confrontarsi con un nuovo insieme di numeri: gli irrazionali. Questi numeri presentano
proprieta del tutto nuove rispetto ai razionali, come la scrittura decimale infinita e non periodica, e la
loro esplorazione potrebbe rappresentare un’importante occasione per ampliare la visione degli stu-
denti sul sistema numerico, facilitando anche I'introduzione successiva di altri irrazionali significativi,
come il numero .

Inoltre, al di fuori dei casi piu semplici — come quello dei quadrati perfetti — risulta spesso difficile
proporre rappresentazioni concrete o modelli visivi della radice quadrata, e questo fatto ostacola il
passaggio da una comprensione intuitiva a una piu astratta e consapevole del concetto.

Il percorso didattico proposto in queste pagine nasce dall'esigenza di introdurre, in modo graduale e
significativo, i “nuovi” numeri che emergono dall’'uso delle radici, distinguendoli da quelli gia noti agli
studenti — numeri naturali e razionali. L'obiettivo & guidare la scoperta di alcune delle loro proprieta fon-
damentali, offrendo strumenti per stimarne e approssimarne i valori e riducendo, al tempo stesso, timori
e difficolta iniziali attraverso attivita che favoriscono la costruzione del significato, anche mediante la crea-
zione e la manipolazione di modelli concreti, capaci di rendere il concetto pit accessibile e meno astratto.
Il percorso presentato in questo contributo é stato organizzato in diverse fasi, durante le quali gli
studenti sono stati guidati nella costruzione concreta, mediante |'uso della carta, di rappresentazioni
di alcune radici quadrate di numeri naturali, e sono stati coinvolti in attivita di approssimazione attra-
verso un gioco didattico progettato per stimolare il ragionamento e la partecipazione attiva.

1. La scuola secondaria di primo grado in Italia dura tre anni e corrisponde ai primi tre anni di scuola media nel Cantone Ticino
2. Il genere maschile viene usato in questo articolo per designare persone, indipendentemente dal genere.
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Partendo dalla manipolazione di quadrati di carta, dei quali i valori delle aree sono quadrati perfetti,
sono stati poi realizzati modelli origami che hanno reso tangibili alcune radici di numeri interi. Que-
sti modelli sono stati collocati su una linea dei numeri opportunamente costruita permettendo agli
studenti di confrontare le radici tra loro e con altri numeri noti attraverso la relazione d’ordine, e di
sviluppare strategie per stimarne il valore in modo intuitivo e significativo.

La fase conclusiva del percorso ha previsto un gioco didattico che ha offerto agli studenti I'opportu-
nita di confrontarsi con la stima di radici quadrate e con la risoluzione di semplici espressioni che le
coinvolgono, all'interno di un contesto ludico e motivante, favorendo il consolidamento delle com-
petenze in un clima disteso e collaborativo. Questo gioco si e rivelato anche uno strumento utile per
valutare i risultati della prima fase del laboratorio proposto, in quanto ha permesso di verificare le
competenze acquisite dagli studenti.

Il laboratorio & stato sperimentato in numerose classi e presentato in corsi di formazione in ltalia e in
Portogallo (presso I'Universita di Aveiro) e ha ricevuto ottimi riscontri sia da parte degli studenti che da
parte degli insegnanti. Il laboratorio & stato anche proposto in una classe nella quale era presente una
studentessa cieca. Questa sperimentazione é stata resa possibile dalla collaborazione con I'Istituto dei
Ciechi di Milano, sotto la guida della tiflologa Dott.ssa Tiziana Angilletta.

Oltre a descrivere in dettaglio il laboratorio, perché questo possa essere riproposto dai docenti inte-
ressati, questo lavoro & arricchito da commenti di carattere didattico e da osservazioni raccolte in aula
durante le diverse fasi di sperimentazione, con l'obiettivo di presentare una riflessione critica sulle
attivita proposte e sul loro impatto sul processo di apprendimento.

2 Breve inquadramento teorico

L'impostazione del percorso proposto si fonda su un insieme coerente di riferimenti teorici provenienti
dalla didattica della matematica e dalle scienze dell’educazione, che attribuiscono un ruolo centrale
all'azione, alla manipolazione e alla pluralita delle modalita di accesso ai concetti matematici. In par-
ticolare, il lavoro si colloca nel quadro della teoria dell'apprendimento significativo di Ausubel (1963,
1968), secondo la quale l'apprendimento risulta efficace quando i nuovi contenuti possono essere
messi in relazione con le conoscenze gia presenti nelle strutture cognitive dello studente. In questa
prospettiva, risulta centrale la progettazione di esperienze che favoriscano connessioni concettuali,
immagini mentali e processi di rielaborazione personale, tenendo conto anche della dimensione emo-
tiva e relazionale dell'apprendimento (Capuano et al., 2018).

Un primo riferimento riguarda il ruolo delle rappresentazioni multiple nella costruzione del signi-
ficato matematico. Studi classici, come quelli di Behr et al. (1980), hanno mostrato come la com-
prensione dei concetti numerici e operativi si sviluppi attraverso il coordinamento di diverse rappre-
sentazioni. In una prospettiva ausubeliana, tale coordinamento favorisce I'integrazione dei nuovi
concetti nelle strutture cognitive preesistenti, sostenendo una comprensione profonda e non mera-
mente procedurale. In particolare, per concetti astratti come quello di radice quadrata, I'ancoraggio
a rappresentazioni geometriche e spaziali pud costituire un supporto essenziale per superare una
visione puramente procedurale. Nello specifico, il percorso si colloca in sintonia con i principi del
Universal Design for Learning (UDL, Meyer et al., 2013), che promuove la progettazione di ambienti
di apprendimento accessibili e inclusivi fin dalla fase iniziale. L'UDL sottolinea proprio I'importanza
di offrire molteplici modalita di rappresentazione dei contenuti, di azione ed espressione e di coin-
volgimento, al fine di valorizzare la variabilita degli studenti. Questo approccio favorisce I'accesso a
concetti matematici attraverso canali diversi e complementari, senza vincolarlo a un‘unica modalita
espressiva o cognitiva.
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In questa prospettiva si colloca anche I'uso di artefatti manipolabili, intesi non come semplici supporti
materiali, ma come mediatori cognitivi capaci di sostenere I'emergere di significati matematici. Come
evidenziato dalla letteratura sulla mediazione semiotica (Bartolini Bussi & Mariotti, 2009), la manipo-
lazione di artefatti consente agli studenti di esplorare proprieta e relazioni, favorendo il passaggio
dall’esperienza concreta alla formalizzazione concettuale. Gli origami, in particolare, presentano un
notevole potenziale didattico: essi permettono di integrare azione, percezione visiva e ragionamento
spaziale, offrendo un contesto in cui grandezze geometriche, relazioni metriche e strutture numeri-
che possono essere esplorate in modo intuitivo ma rigoroso.

Il ricorso agli origami si inserisce inoltre nel quadro della didattica laboratoriale, intesa come ambiente
di apprendimento in cui gli studenti sono attivamente coinvolti nella costruzione della conoscenza
attraverso |'esplorazione, la formulazione di ipotesi, il confronto e la discussione. In tale contesto, il
sapere matematico non viene trasmesso in forma conclusa, ma emerge progressivamente dall’inte-
razione tra studenti, materiali e problemi proposti, in linea con una visione costruttivista dell'appren-
dimento.

«La costruzione di significati, nel laboratorio di matematica, & strettamente legata, da una parte,
all'uso degli strumenti utilizzati nelle varie attivita, dallaltra, alle interazioni tra le persone che si
sviluppano durante |'esercizio di tali attivita».

(Anichini et al., 2004, p. 26)

Da questa breve citazione, si evince I'importanza dell’apprendimento collaborativo nel laboratorio di
matematica. Numerosi studi mostrano come il lavoro in piccoli gruppi favorisca la verbalizzazione dei
ragionamenti, il confronto di strategie e la negoziazione di significati (si veda, ad esempio, Bartolini
Bussi et al., 1995), aspetti particolarmente importanti per I'apprendimento della matematica. Se il la-
voro nel gruppo viene strutturato dal docente in un certo modo, ciascun partecipante pud contribuire
alla costruzione di significati matematici mettendo in gioco competenze, conoscenze ed esperienze
diverse, creando una situazione di interdipendenza positiva in cui lI'apprendimento individuale e so-
stenuto dal contributo degli altri.

La dimensione sociale dell’apprendimento contribuisce non solo allo sviluppo cognitivo, ma anche
alla costruzione di un clima emotivo piu sicuro, che pud ridurre I'ansia matematica e sostenere la
partecipazione attiva degli studenti (Zan, 2007). In quest’ottica, una metodologia didattica efficace e
rappresentata dal gioco, inteso come contesto strutturato che favorisca I'acquisizione di conoscenze,
abilita e competenze. La letteratura sul game-based learning evidenzia come il gioco possa favorire
il coinvolgimento e la motivazione degli studenti, sostenendo al contempo I'attivazione di processi
cognitivi rilevanti per I'apprendimento disciplinare (Plass et al., 2015). In ambito matematico, contesti
ludici opportunamente progettati possono offrire occasioni per formulare ipotesi, confrontare stra-
tegie e sviluppare forme di controllo e riflessione sul proprio operato. Il gioco pud inoltre contribuire
a creare un clima emotivo meno esposto rispetto alle situazioni valutative tradizionali, facilitando la
partecipazione attiva e I'interazione tra pari. In questo senso, esso si configura come uno spazio che
favorisce la rielaborazione e il consolidamento delle conoscenze, integrandosi in modo coerente con
approcci che valorizzano I'apprendimento attivo e collaborativo (Naik, 2014).

Nel loro insieme, questi riferimenti delineano un quadro teorico che giustifica I'adozione di un approc
cio centrato sull'esperienza, sulla manipolazione e sulla pluralita delle rappresentazioni, ponendo le
basi concettuali su cui si innesta il percorso didattico descritto nelle sezioni successive.
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3 Contesto, obiettivi e metodi

3.1 Contesto della sperimentazione

Il percorso descritto in questo lavoro é stato sperimentato direttamente dalle autrici sia in undici
classi seconde della scuola secondaria di primo grado, situate nelle provincie di Asti, Milano, Alessan-
dria, sia nell'ambito di numerosi corsi di formazione rivolti a insegnanti. Tali corsi, organizzati anche
nell'ambito di progetti Piano Lauree Scientifiche e di percorsi abilitanti all'insegnamento di mate-
matica e scienze nella scuola secondaria di primo grado, si sono svolti in varie sedi italiane e presso
I"'Universita di Aveiro, in Portogallo. | docenti partecipanti hanno successivamente implementato il la-
boratorio nelle proprie classi, restituendo feedback e osservazioni significative che hanno contribuito
al perfezionamento della proposta.

In questo articolo ci concentreremo sulle sperimentazioni condotte nelle classi seconde della scuola
secondaria di primo grado.

3.2 Obiettivi e metodi

Come anticipato, I'introduzione del concetto di radice quadrata nella scuola secondaria di primo
grado presenta diverse criticita, dovute soprattutto alla distanza che spesso si crea tra il significato
intuitivo del concetto e la sua immediata formalizzazione simbolica. La radice viene spesso presentata
agli studenti come un‘operazione puramente procedurale, senza che essi possano ancorare il pensie-
ro astratto a una rappresentazione tangibile o a un‘idea geometrica legata ad aree e lunghezze. Cid
puo generare difficolta ricorrenti, come la tendenza a considerare I'estrazione della radice come un
semplice “procedimento da memorizzare”, la scarsa capacita di collocare i valori di radici di quadrati
non perfetti sulla linea dei numeri, posizionandoli ad esempio tra due numeri interi consecutivi, e la
difficolta di collegare rappresentazioni differenti dello stesso numero razionale.

Il percorso proposto in questo contributo nasce dall’'esigenza di affrontare tali difficolta attraverso un
ambiente didattico che favorisca processi di costruzione del significato. Dal punto di vista disciplinare,
esso si colloca pienamente nel quadro delle Indicazioni nazionali (MIM, 2025), che individuano come
obiettivi: (i) «Riconoscere e utilizzare la radice come operatore inverso dell’'elevamento a potenza.
Fornire stime di radici utilizzando solo la moltiplicazione», e (ii) «Comprendere che non esiste alcuna
frazione o numero decimale finito o periodico il cui quadrato sia uguale a 2 (o ad altri numeri interi
non quadrati), riconoscendo cosi l'esistenza e la natura dei numeri irrazionali» (p. 71).

Il percorso e stato progettato per accompagnare progressivamente gli studenti verso tali obiettivi,
favorendo una comprensione concettualmente fondata del significato di radice quadrata e delle sue
implicazioni sul piano numerico e geometrico. In particolare, si € inteso offrire agli studenti occa-
sioni per esplorare il concetto attraverso rappresentazioni geometriche e confronti tra grandezze,
sostenendo lo sviluppo di strategie di stima e di controllo del risultato anche in assenza di procedure
algoritmiche formalizzate.

Accanto agli obiettivi disciplinari, il percorso ne abbraccia anche di trasversali, sempre in linea con le
Indicazioni nazionali, con I'intento di sviluppare negli studenti il pensiero critico, la flessibilita strategi-
ca e la capacita di lavorare in gruppo.

In Tabella 1 sono riportati nel dettaglio tutti gli obiettivi del percorso proposto.

DdM 2026 (19), 157-178 161



Scoprire le radici quadrate: un viaggio tra forme e numeri / Paola Morando e Maria Luisa Spreafico

Obiettivi disciplinari
D1 Introdurre il concetto di radice quadrata di un numero naturale
attraverso un approccio geometrico.
D2 Favorire la riflessione sulla non unicita della rappresentazione dei numeri.
D3 Introdurre il concetto di numero irrazionale.
D4 Sviluppare capacita di confronto e ordinamento tra radici quadrate di numeri
naturali.
D5 Promuovere strategie di stima del valore approssimato delle radici.
Obiettivi trasversali
- Stimolare I'elaborazione di strategie personali nella risoluzione di situazioni
problematiche.
T2 Favorire il lavoro di gruppo e la collaborazione tra pari.

Tabella 1. Obiettivi disciplinari e trasversali del percorso

Il percorso, articolato in due momenti distinti ma tra loro connessi, si apre con un laboratorio che
prende spunto dall'idea illustrata nel /I Libro degli Elementi di Euclide, che consiste nella rappresen-
tazione di numeri reali attraverso grandezze geometriche (ad esempio mediante segmenti e aree).
Il concetto di radice quadrata di un numero naturale viene quindi introdotto in varie fasi attraverso
I'impiego di modelli tangibili per giungere, in modo graduale e motivato, alla corrispondente forma-
lizzazione aritmetica.

Gli studenti, tramite la costruzione di artefatti cognitivi in carta, sono guidati a dare forma concreta a
un’idea astratta come quella di numero reale.

Il lavoro in classe e stato organizzato in piccoli gruppi, favorendo dinamiche di apprendimento col-
laborativo e proponendo attivita di tipo manipolativo, che si sono dimostrate efficaci e inclusive.
Questo approccio ha permesso di valorizzare le diverse modalita di apprendimento degli studenti,
offrendo a ciascuno I'opportunita di partecipare attivamente e di costruire significati attraverso I'uso
di materiali e I'interazione con i pari.

La fase conclusiva del percorso, di carattere ludico, consente agli studenti di mettere alla prova e
raffinare le intuizioni sviluppate nella manipolazione, favorendo il passaggio da ragionamenti locali
a forme di controllo piu generalizzate. In tal modo, il percorso si configura come un’occasione per
sostenere simultaneamente lo sviluppo concettuale e quello strategico-relazionale, offrendo un am-
biente di apprendimento coerente con gli obiettivi curricolari e capace di valorizzare la diversita delle
risorse cognitive degli studenti.

La combinazione tra manipolazione, discussione collettiva e gioco favorisce infatti il confronto di idee,
la negoziazione di strategie e la verbalizzazione dei ragionamenti: elementi indispensabili per conso-
lidare pratiche argomentative e collaborative.

Come descritto nella prossima sezione, il ruolo del docente nel percorso proposto, oltre a essere
centrale nella progettazione dell'ambiente di lavoro e dei problemi da esplorare, si rivela cruciale nel
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mediare l'interazione tra studenti e artefatti, fornendo un supporto che non anticipa le soluzioni ma
orienta la ricerca. La sua presenza & importante anche sul piano osservativo e cognitivo, perché con-
sente di riconoscere e valorizzare le strategie spontanee messe in atto dagli allievi, trasformandole in
occasioni per costruire significato.

Infine, la capacita del docente di orchestrare la discussione collettiva, selezionando e mettendo in
dialogo i diversi contributi proposti, permette di far emergere e consolidare i concetti matematici
chiave. La sua azione risulta pertanto decisiva nel trasformare I'esplorazione inizialmente spontanea
in un apprendimento matematico strutturato, consapevole e profondamente significativo.

4 Descrizione del percorso didattico

In questa sezione vengono presentate le diverse fasi del laboratorio, ciascuna accompagnata da una
descrizione operativa, dalle note di campo commentate e dall'indicazione degli obiettivi disciplinari
e trasversali a cui fa riferimento. Nel laboratorio gli studenti interagiscono con artefatti in carta che
permettono di esplorare relazioni geometriche e numeriche, rendendo visibili proprieta che saranno
successivamente formalizzate. Si & scelto di sintetizzare in una unica narrazione quanto osservato
nelle undici esperienze fatte.

| prerequisiti richiesti sono minimi: & sufficiente che gli studenti conoscano il concetto di area del
quadrato e le modalita del suo calcolo, il principio di equiscomponibilita delle figure piane e i numeri
decimali, sia limitati sia periodici.

La durata totale e di circa due ore per lo svolgimento del laboratorio e ulteriori due ore per il gioco
didattico e la successiva discussione collettiva. Nella Tabella 2 sono riassunte le caratteristiche organiz-
zative della sperimentazione: sono riportate le cinque fasi del percorso, con le indicazioni sui tempi,
le attivita, gli obiettivi, i materiali e I'organizzazione della classe. Nei tempi si € tenuto conto anche di
alcuni minuti di pausa tra una fase e I'altra.

Fasi | Tempi Attivita | Obiettivi Materiali Organizzazione

Le unita 1 foglio carta origami (15 cm x 15 cm) x N
1 20min | . . 1 striscia di carta (21 cm x 5cm) x N
di misura .

nastro adesivo

Gruppi
da 4 studenti

Quadrati D1; D2;
perfetti D4

Gruppi

2 25 min da 4 studenti

Scheda di Figura 2 x N

D1; D2, 2 fogli carta origami (15 cm x 15 cm) x N
3 | 45min |[J2e48 D3; D4; 1 calcolatrice (non scientifica) per gruppo
D5; T1; T2

Gruppi
da 4 studenti

Gruppi

. D1, D4, . . :
4 20 min |5 e 10 2 fogli carta origami (15 cm x 15 ¢cm) x N da 4 studenti

D5, T1

5 scatole di cartone contrassegnate con un intervallo
numerico: [0,3), [3,6), [6,9), [9,12), [12,15]
Gioco: - 80 carte radice con espressioni numeriche contenenti
. - D4; D5; e ; . ,
5 | 100 min |radiciin i radici quadrate di numeri naturali
T1, T2 i
scatola 4 cappelli (uno per squadra)
5 fogli con le soluzioni (radici/intervallo)
5 schede per i punteggi

4 squadre
da 6 studenti

Tabella 2. Quadro riassuntivo delle fasi del percorso (N indica il numero degli alunni)
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4.1Fase 1: le unita di misura

La lezione sulle radici era molto attesa: gli studenti avevano gia notato il simbolo della radice quadrata
sulle calcolatrici e ne avevano sentito parlare dai compagni pit grandi come di un argomento “diffici-
le”. C'era quindi un misto di curiosita e timore sull'argomento.

| banchi sono stati disposti in modo che gli studenti potessero lavorare in gruppi da quattro (o da
cinque quando la numerosita lo richiedeva) e sono stati distribuiti i materiali.

Ad ogni studente e stato chiesto di dividere il foglio origami in dotazione in sedici quadretti con-
gruenti. Questa divisione é standard ed & usata spesso in altri laboratori di matematica che utilizzano
I'origami. Gli alunni sono stati guidati nella realizzazione fornendo le seguenti istruzioni: portare un
lato del quadrato sul lato opposto, piegare e riaprire; portare ora entrambi i lati paralleli a coincidere
con la piega appena fatta, piegare e riaprire. Ripetere poi il processo usando gli altri due lati paralleli.
Successivamente, si sono stabilite le unita di misura: 1 u corrisponde al lato di ogni quadretto e 1 u?
corrisponde all’area di ogni quadretto. Il foglio quadrettato e stato chiamato misurometro.’

Ogni studente ha attacco la striscia di carta sul banco usando il nastro adesivo, appoggiando sopra
ad essa il misurometro e riportando le unita da 1 a 4 (Figura 1). Si & costruito uno strumento, chiamato
dai ragazzi righello, che permette di confrontare tra loro diversi numeri.

Figura 1. Misurometro e righello.

4.2 Fase 2: quadrati perfetti

Dopo aver distribuito ad ogni studente la scheda in Figura 2, per raccogliere i dati, si e richiamata
con l'aiuto degli studenti la formula per il calcolo dell‘area del quadrato: A = /2. A partire da questa
relazione, é stata definita la radice quadrata di A come la lunghezza del lato del quadrato di area A,
sottolineando che si tratta di un numero che, elevato al quadrato, restituisce A. In questa occasione
é stato anche introdotto il simbolo della radice quadrata.

Successivamente gli studenti sono stati invitati a identificare sul misurometro quadrati con i lati di
varie dimensioni, costruiti raggruppando quadratini di area unitaria. La classe ha individuato quadrati
diarea 1, 4, 9 e 16. Per ciascuno di essi, gli studenti hanno annotato sulla scheda sia I'area sia la lun-
ghezza del lato, espressa attraverso il simbolo appena introdotto (/ = JA).

3. Per semplicita espositiva, durante la lezione in classe si sono richiamate oralmente le unita di misura, concentrando I'atten-
zione sul valore numerico di aree e segmenti. Anche nella presente descrizione scritta si & scelto di omettere le unita, al fine di
rendere il discorso piu fluido, facendo affidamento sul contesto per distinguere se una determinata quantita si riferisce a una
misura lineare o di superficie.
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Figura Area A Lunghezza lato I = VA

et

Figura 2. Scheda per raccogliere i dati.

Dopo aver osservato la corrispondenza tra il valore della radice quadrata di A e la lunghezza / del lato
ottenuta con il misurometro, é stato chiesto agli studenti di aggiornare il righello costruito in prece-
denza, riportando la nuova scrittura (mediante radice) per alcuni numeri naturali gia segnati (Figura 3).

Figura 3. Righello con radici di quadrati perfetti.

L'aggiornamento del righello con le scritture in forma di radice, pur essendo un‘azione apparente-
mente semplice, ha attivato processi concettuali significativi. Gli studenti hanno infatti riflettuto sulla
possibilita che un numero possa avere rappresentazioni diverse — ad esempio 2 o V4 (o una frazione
equivalente) — mostrando di rinegoziare il significato dell’'uguaglianza come relazione bidirezionale tra
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espressioni che condividono lo stesso valore. Tale consapevolezza é rilevante, poiché la ricerca didat-
tica (Behr et al., 1980) documenta come molti fraintendimenti derivino proprio da un’interpretazione
unidirezionale dell'uguaglianza come “calcolo da eseguire”.

Il righello si & cosi configurato come un efficace mediatore visivo: collocare Y4 nello stesso punto di
2 ha reso tangibile il legame tra area del quadrato, lunghezza del lato e radice quadrata, sostenendo
gli obiettivi disciplinari D1 e D2 e facilitando la comprensione della relazione d’ordine fra alcune radici
(obiettivo D4). Questa fase iniziale si e rivelata molto piu ricca di quanto previsto, contribuendo a
consolidare basi concettuali indispensabili per le attivita successive.

4.3Fase3:V2eV8

Dopo aver distribuito altri due fogli origami per ogni studente, si & spiegato alla classe come realizzare
un semplice modello di origami modulare che & una rivisitazione della tradizionale tessera menko, o
“cuscino giapponese”. In Figura 4 & riportato il diagramma di piegatura riadattato rispetto alla versio-
ne tradizionale. La presenza di una studentessa cieca nella fase iniziale della sperimentazione ha reso
necessario rivedere le istruzioni di piegatura del modello tradizionale, al fine di permetterne la realiz-
zazione anche in assenza di feedback visivi. In linea con i principi dell’Universal Design for Learning
(Meyer et al., 2013), tale riformulazione — pit chiara, esplicita e accessibile — si & successivamente rive-
lata vantaggiosa per l'intero gruppo classe, contribuendo a ridurre le barriere operative e a rendere il
compito piu gestibile per tutti gli studenti.

/“1;._7 . ‘
1 2 3 4
modulo
terminato unione dei due moduli
%2
5 6 8

11

modulo
terminato

13 14

Figura 4. Diagramma di piegatura della tessera menko.*

4. https://blog.matematica.deascuola.it/articoli/attivita-matematica-origami-menko.
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Ecco le istruzioni che abbiamo dato:

1. Portare un lato sul lato opposto.

2. Tenendo il rettangolo ottenuto poggiato sul lato corto (come mostrato nel passaggio 2 di Figura
4), portare il lato corto pitl basso su quello lungo alla sua destra.

3. Portare il lato corto in alto sul lato a sinistra; si ottiene un parallelogramma, diviso in due trian-
goli rettangoli, come mostra la Figura 4 nel passaggio 4.

4.  Considerato il lato lungo del parallelogramma a sinistra, portare un suo vertice sullaltro e riaprire.

5.  Ripetere sul lato lungo a destra.

6. Ripetere la costruzione con un altro foglio di carta (che & disegnato in arancione nel passaggio
7). Attenzione a eseguire le pieghe nella stessa direzione del passaggio 2.

7-8. Ruotare il secondo modulo di 90°, arrivando a posizionarlo come mostra I'immagine esemplifi-
cativa presente nel passaggio 8 della Figura 4.

9.  Far scivolare il modulo arancione su quello giallo.

10. Considerare l'aletta gialla che si trova in alto appartenente al modulo che sta sotto e piegarla sul
guadrato centrale.

11. Proseguire in senso orario, piegando al centro I'aletta arancione che si trova a destra.

12.  Proseguire in senso orario, piegando al centro 'aletta gialla che si trova sotto.

13.  Piegare ora |'ultima aletta arancione, intascandola sotto la prima aletta gialla piegata.

14. Ecco il menko completato.

Prima parte: 2.

Una volta completata la piegatura del modello, abbiamo chiesto agli studenti di determinare I'area e
il perimetro del menko, avvalendosi del misurometro come strumento di supporto.

La determinazione dell’area e del perimetro del menko ha rappresentato un momento particolar-
mente ricco dal punto di vista cognitivo. Il problema non era immediatamente accessibile attraverso
strategie standard, e questo ha favorito I'emergere di ragionamenti autonomi e di approcci non con-
venzionali (obiettivo T1). Il tentativo iniziale, da parte di molti studenti, di posizionare il menko paral-
lelamente ai lati del misurometro (Figura 5, menko in alto) ha rivelato una tendenza diffusa a ricercare
configurazioni canoniche e familiari, anche quando esse non permettono di risolvere il compito. Cosi
facendo, si poteva solo concludere che I'area ¢ inferiore a 4 e che il lato misura meno di 2.
L'impossibilita di determinare la misura del lato o I'area con tale posizionamento ha svolto una fun-
zione didattica importante, in quanto ha portato gli studenti a interrogarsi sulla necessita di esplorare
configurazioni diverse.

Particolarmente significativo & stato il contributo degli studenti che hanno ruotato il menko di 45°
(Figura 5, menko in basso) o che hanno scomposto mentalmente il menko nei triangoli che lo compon-
gono, riconoscendo che due di tali triangoli erano equiestesi a un quadrato di area 1. Queste strategie
mostrano la capacita di riconoscere invarianti geometrici e di utilizzare la struttura della figura come
guida per il ragionamento, indicando il passaggio da un approccio percettivo a uno maggiormente
analitico. Il fatto che differenti strategie abbiano condotto alla stessa conclusione — area 2 e lato 2
(obiettivo D1) — suggerisce che gli studenti non stavano applicando un algoritmo noto, ma stavano
costruendo attivamente relazioni tra forme, misure e concetti gia incontrati nelle fasi precedenti.
Dopo aver riportato il risultato nella tabella, il successivo posizionamento del menko sul righello (Fi-
gura 6), con la collocazione di 2 sulla striscia graduata, ha permesso di consolidare questa compren-
sione attraverso una rappresentazione visiva e lineare del numero, mettendone in evidenza il valore
approssimato e la sua posizione rispetto ai numeri razionali vicini, in questo caso 1,5 (obiettivo D4).
Questa azione ha sostenuto la transizione verso una consapevolezza piu articolata dell'ordine e della
natura dei numeri irrazionali, mostrando come il lavoro manipolativo possa favorire il passaggio dal
concreto all’astratto.
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Figura 5. Tessere menko sul misurometro.

Figura 6. Posizionamento sul righello di 2.

A questo punto gli studenti sono stati invitati a stimare il valore numerico di V2. Prendendo awvio
dalla loro osservazione spontanea secondo cui v2 dovesse essere “vicino” a 1,5 ma leggermente pit
piccolo, la classe & stata guidata a utilizzare la calcolatrice per verificarne progressivamente |'appros-
simazione. Il percorso di ricerca € iniziato con il tentativo di 1,4, il cui quadrato é risultato inferiore a
2. Da li, gli studenti hanno intrapreso una vera e propria esplorazione numerica: attraverso successive
approssimazioni — alcune proposte individualmente, altre discusse collettivamente — hanno aggiunto
ulteriori cifre decimali, confrontando i risultati e annotando alla lavagna i valori ottenuti (Figura 7). Il
coinvolgimento e cresciuto man mano che la sequenza delle cifre dopo la virgola si allungava senza
mostrare alcuna regolarita. La scoperta che il processo non si “chiudesse” ha generato sorpresa e,
in alcuni casi, un autentico disorientamento. Da un lato, gli studenti avevano di fronte un oggetto
concreto, il lato del menko, che sembrava offrire una misura ben definita; dall‘altro, si scontravano
con l'impossibilita di descrivere quel valore mediante un numero decimale limitato o periodico. In
una classe, questo contrasto ha persino portato alcuni studenti a proporre di affidare il compito alla
compagna considerata “la pit brava” in matematica, convinti che lei potesse ottenere I'esatto valore
di V2. Tale episodio ha evidenziato quanto forte fosse I'aspettativa di trovare una risposta definitiva
e quanto l'esperienza stesse mettendo in discussione le loro concezioni ingenue di “numero esatto”.
Questa dinamica ha offerto un‘opportunita didattica preziosa: la scoperta, non solo dichiarata ma
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vissuta, del concetto di numero irrazionale come numero decimale illimitato e non periodico (obiettivi
D3-D5). Il fenomeno osservato dagli studenti non é stato presentato come un fatto teorico, ma come
la naturale conclusione delle loro stesse esplorazioni.

ol -
(\,4} -
(1.45)= 2/[OLN,

)= 4,798
((r', 3 [)ha?_ :L/,-f‘fo?zd:

Figura 7. Lavoro svolto in classe sull’approssimazione del valore v2.

Seconda parte: 8.

A questo punto, poiché ogni gruppo disponeva di almeno quattro menko, abbiamo proposto agli stu-
denti di determinare |'area e la misura del lato del quadrato ottenuto accostandoli lato a lato (Figura 8).
Anche in questa fase, la classe ha affrontato il problema attraverso strategie diverse, tutte significative
dal punto di vista formativo e indicative di un pensiero matematico attivo e partecipato.

Una prima soluzione & emersa da un gruppo che ha fatto riferimento diretto alle conoscenze con-
solidate: ricordando che ogni menko ha area 2, gli studenti hanno immediatamente dedotto che i
quattro menko formano un quadrato di area 8, con lato pari a V8. Un secondo gruppo ha invece
scelto un approccio piu pratico e percettivo: ha collocato il quadrato costruito sul misurometro e os-
servato che esso ricopriva esattamente meta della sua superficie. Per giustificare in modo operativo
tale osservazione, gli studenti hanno ripiegato i triangoli bianchi del misurometro sul quadrato dei
menko, mostrando che quest’ultimo veniva completamente coperto. Anche in questo caso, il gruppo
ha concluso che I'area complessiva era 8 e che quindi il lato misurava /8. Un terzo gruppo, partendo
invece dal lato del singolo menko, V2, gia determinato in precedenza, ha argomentato che il quadrato
composto da quattro menko ha lato 2 x V2 e area 4 volte 2, cioe 8. La varieta delle soluzioni ha mo-
strato come diversi punti di partenza potessero condurre allo stesso risultato, offrendo agli studenti
un‘occasione autentica per confrontare modi diversi di ragionare e valorizzare la pluralita di approcci
(obiettivi D1, T1 e T2).

Figura 8. Il quadrato formato da 4 menko.

DdM 2026 (19), 157-178 169



Scoprire le radici quadrate: un viaggio tra forme e numeri / Paola Morando e Maria Luisa Spreafico

La discussione collettiva ha portato naturalmente a osservare I'uguaglianza V8 = 2 x V2 (obiettivo
D2). Nelle classi in cui la procedura di “estrazione del fattore dalla radice” era gia stata introdotta, cio
ha offerto una conferma geometrica e visiva della regola algebrica. Altrove, I'esistenza di due forme
simboliche diverse contenenti la radice quadrata per indicare la stessa lunghezza ha destato curiosita,
creando un‘attesa spontanea verso la lezione successiva.

Nella parte conclusiva dell‘attivita, gli studenti hanno compilato la scheda di Figura 2, disegnando nella
prima colonna il quadrato formato dai quattro menko. Poi, appoggiando due menko consecutivi sul
righello, hanno individuato la posizione corrispondente al valore V'8 (Figura 9). Questo i ha guidati a
stimare il valore della radice collocandolo tra V4 = 2 e V9 = 3, piti vicino a 3 (obiettivo D4).

Figura 9. Posizionamento sul righello di V8.

4.4 Fase 4: V5eVio
Inizialmente gli studenti hanno lavorato sul misurometro gia in loro possesso.

Prima parte: /5.

Abbiamo invitato la classe a prendere il misurometro e a individuare, evidenziandolo con un pen-
narello o semplicemente seguendone i bordi con le dita, il rettangolo situato in basso a sinistra, di
dimensioni 2 unita in orizzontale e 1 in verticale, costituito da due quadrati adiacenti (Figura 10a). A
partire da questa osservazione, gli studenti hanno rapidamente riconosciuto che la sua area & pari a 2.
Successivamente, abbiamo guidato la classe a piegare — o tracciare — la diagonale che parte dal vertice
in alto a sinistra del rettangolo (Figura 10b). Questa semplice azione ha permesso ai ragazzi di visualiz-
zare come il rettangolo venga suddiviso in due triangoli rettangoli congruenti, ciascuno con area pari
a 1. Lattivita ha stimolato una comprensione diretta e percettiva della relazione tra figure equivalenti,
sostenendo gli studenti nell'interpretazione geometrica delle aree. A partire dalla diagonale ottenuta, la
classe & stata poi invitata a costruire un quadrato avente come lato proprio quella diagonale (Figura 10c).
A questo punto, in linea con l'obiettivo D1, si e chiesto: «Qual & I'area del quadrato costruito? Quanto
misura il suo lato?».

Figura 10a, b, c. La costruzione del quadrato di area 5.
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Figura 11. La realizzazione del quadrato di area 5 da parte di un‘alunna, dove sono messi in evidenza i triangoli di area 1.

Partendo dalla considerazione che il quadrato ottenuto e costituito da un quadretto centrale del
misurometro (area 1) e da quattro triangoli congruenti, ciascuno con area pari a 1 (Figura 11), alcuni
studenti, anche dopo essersi consultati con il gruppo, hanno concluso che I'area totale del quadrato
& 5 (obiettivi T1 e T2). Di conseguenza, la lunghezza del lato & /5 (obiettivo D1).

Anche questo risultato é stato dapprima annotato sulla scheda di lavoro e successivamente riportato
sul righello (Figura 12).

Figura 12. Rappresentazione di /5 e suo posizionamento sul righello.

Il laboratorio si e concluso con un’ultima osservazione collettiva sulla disposizione delle radici indi-
viduate lungo il righello (obiettivi D4 e D5), favorendo una riflessione complessiva sulla relazione
d'ordine tra i valori rappresentati e sulla vicinanza di alcune radici ai numeri interi (ad esempio /8 &
molto vicina a 3 = \/9).

Seconda parte: \10.

In molte classi abbiamo scelto di lasciare questa seconda parte come compito a casa anche con l'intento
di mostrare agli studenti che I'approccio laboratoriale non & una modalita occasionale, riservata esclusi-
vamente al lavoro in classe, ma puo diventare un vero e proprio metodo di apprendimento e consolida-
mento della matematica. Inoltre, questa attivita ha offerto agli studenti I'opportunita di riutilizzare, in un
contesto diverso e in maniera autonoma, strategie e ragionamenti gia sperimentati durante il laboratorio.
Di seguito si descrive cosa e accaduto nelle classi dove é stata portata a termine in aula anche
quest’ultima costruzione. Gli obiettivi sono analoghi a quelli indicati per il lavoro svolto su +/5.

Ogni studente ha realizzato un nuovo misurometro a partire da un foglio quadrato di lato 15 cm.
Guidati e seguendo una modalita analoga a quella gia sperimentata, gli studenti hanno individuato
sul foglio quadrettato un rettangolo formato da tre quadratini unitari e ne hanno tracciato una delle
diagonali, come illustrato in Figura 13.

DdM 2026 (19), 157-178 171



Scoprire le radici quadrate: un viaggio tra forme e numeri / Paola Morando e Maria Luisa Spreafico

S

Figura 13. La costruzione del quadrato di area 10.

A questo punto hanno costruito un quadrato che ha per lato la diagonale appena disegnata. Questa
richiesta ha attivato nei gruppi un interessante lavoro di anticipazione: molti studenti hanno iniziato a
formulare ipotesi sull'area del nuovo quadrato, collegandola intuitivamente alle trasformazioni svolte
in precedenza. Sono stati cosi calcolati I'area del quadrato e la lunghezza del lato: rispettivamente
10 e J10. Il nuovo valore & stato infine posizionato sul righello personale, completando la sequenza
costruita nelle fasi precedenti del laboratorio (Figura 14).

Figura 14. Rappresentazione di /10 e suo posizionamento sul righello.

4.5 Fase 5: il gioco “radici in scatola”

Poiché questa fase & stata proposta a circa una settimana di distanza dal laboratorio descritto nelle
fasi precedenti, la lezione & iniziata con una breve attivita introduttiva per riprendere e consolidare
strategie di stima, richiamando i valori noti delle radici dei quadrati perfetti e le osservazioni gia viste
sull‘ordinamento e sul posizionamento delle radici quadrate di numeri vicini a quadrati perfetti. Ad
esempio, si & chiesto agli studenti se fosse possibile stimare senza la calcolatrice il valore di {97. Ri-
cordando quanto fatto per /5 (poco piti grande di 2) e /8 (poco piu piccola di 3) gli studenti hanno
rapidamente ricondotto 97 al suo quadrato perfetto pil vicino (ovvero 100) e hanno quindi ipotizzato
che /97 fosse un numero poco piti piccolo di 10. Tale ipotesi & stata poi confermata utilizzando la
calcolatrice. Questo episodio mette in evidenza come gli studenti abbiano interiorizzato I'idea di col-
locare la radice di un quadrato non perfetto tra le radici di due quadrati perfetti, attivando spontane-
amente un ragionamento di tipo comparativo che mostra una crescente padronanza della relazione
d’ordine tra radici. L'uso del quadrato perfetto “piu vicino” emerge cosi come una strategia stabile e
significativa, non pit legata a un singolo esempio ma generalizzata a nuovi numeri.
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Una volta consolidata questa modalita di ragionamento con qualche altro esempio, & stata proposta
una sfida ulteriore, ovvero provare a stimare, in base alle considerazioni precedenti, il valore di 3 x /8.
Avendo appena ricordato che /8 si colloca sul righello poco prima di 3, gli studenti hanno quindi
risposto che, triplicando un numero leggermente inferiore a 3, si ottiene un numero inferiore a 9.
In questo caso si osserva come gli studenti abbiano iniziato a combinare la stima di una radice con
una semplice operazione, mostrando di saper trasferire il ragionamento su +/8 a un’espressione pil
complessa. L'abilita di comporre mentalmente radici e moltiplicazioni indica un passaggio verso una
gestione piu flessibile delle grandezze, evidenziando una comprensione non meramente procedurale.
Anche in questo caso l'ipotesi formulata dagli studenti & stata verificata allungando il righello fino
a 10 e riportando Ii sopra il valore di 3 x /8 utilizzando sei tessere del menko affiancate. La verifica
tramite materiale concreto ha svolto un ruolo importante nel consolidare il ragionamento: la rappre-
sentazione visiva ha reso tangibile I'approssimazione stimata, rafforzando I'idea che il calcolo con le
radici possa essere controllato attraverso confronti di grandezza e non solo tramite strumenti formali.
Dopo questa prima fase di riepilogo, la classe era pronta per giocare. Innanzitutto sono state pre-
sentate le scatole con le rispettive etichette (Figura 15a), chiarendo, ad esempio, che nella scatola
etichettata con “3 < n < 6” andavano collocati tutti i numeri compresi tra 3 e 6, includendo il 3 ed
escludendo il 6; abbiamo inoltre precisato che la stessa convenzione valeva per tutte le altre scatole,
ad eccezione di quella contrassegnata con “12 < n < 15" nella quale dovevano essere inseriti tutti i
numeri da 12 a 15, estremi inclusi. Successivamente, abbiamo mostrato alcune carte radice (Figura 15b),
spiegando che l'obiettivo del gioco consisteva nel posizionare correttamente ciascuna carta nella scatola
corrispondente, e abbiamo fornito alcuni esempi richiamando le osservazioni discusse in precedenza.

3-42 1+42 g V8
V0 -1 | Vi6-+Z @ 23
5—v25 VB—\7 Vi1 V7 i

-
-

A+vi |@z+ve) | O | 9

Figura 15. a) Le scatole delle radici, un foglio con esempi di radici e il foglio per controllare la correttezza delle radici in scatola;
b) Esempio di carte radice relative alla scatola "0 < n < 3"; ¢) Una scatola con carte radici.

Sono state formate quattro squadre chiamate Luna, Stella, Cuore e Fiore, assegnando ad ognuna una
postazione nella classe (ovvero un banco) e un cappello, che serviva a designare di volta in volta il
messaggero, ovvero |'unico membro autorizzato a spostarsi dalla postazione della propria squadra. E
stato inoltre chiesto ad ogni squadra di nominare uno scrivano, I'unico giocatore della squadra auto-
rizzato a utilizzare carta e penna. Questa strutturazione dei ruoli si e rivelata non solo funzionale alla
gestione del gioco, ma anche efficace nel distribuire responsabilita specifiche all'interno del gruppo,
favorendo una dinamica cooperativa chiara e riducendo la possibilita di sovrapposizioni o dispersioni.
Mentre le squadre si organizzavano nella propria postazione, le cinque scatole sono state collocate in
punti diversi dell’aula e il mazzo delle 80 carte radice (precedentemente mescolato) e stato suddiviso
in 4 mazzetti contenenti 20 carte radice ciascuno, consegnandone uno ad ogni squadra.

Al via, le squadre hanno avuto 10 minuti di tempo per depositare il maggior numero possibile di carte
radice nelle scatole corrette.

Per farlo, ogni squadra doveva scegliere una delle carte radice e stimare (senza utilizzare la calcolatrice)
il risultato dell'espressione indicata sulla carta, approssimando, quando necessario, il valore di ogni ad-
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dendo per poi sommarli e trovare cosi il valore approssimato della carta sulla base delle considerazioni
fatte precedentemente, e individuare I'intervallo in cui collocarlo. A questo punto lo scrivano prendeva
la carta radice, ci disegnava sopra il simbolo della squadra e la consegnava al messaggero di turno (ri-
conoscibile dal cappello) che correva a inserirla nella scatola corrispondente all’intervallo scelto (Figura
15¢), ritornava alla base e passava il cappello a un altro compagno, che diventava il nuovo messaggero.
Poiché durante ciascun viaggio ogni messaggero poteva trasportare una sola carta radice, mentre era
assente la squadra iniziava a stimare il valore di una nuova carta, cosi da non perdere tempo e rendere
piu efficiente la transizione tra un viaggio e l'altro. L'efficienza della squadra, dunque, non dipendeva
soltanto dalla correttezza delle stime, ma anche dalla capacita di pianificare micro-strategie di sincro-
nizzazione interna, elemento che ha reso il gioco un‘occasione naturale per lavorare sulle competenze
trasversali legate alla gestione del tempo e alla collaborazione (obiettivi T1 e T2).

Allo scadere dei 10 minuti tutti i giocatori sono stati richiamati alle proprie postazioni e si e passati
alla fase di verifica e assegnazione dei punteggi. Il punteggio e stato calcolato nel modo seguente: +1
punto per ogni carta collocata nella scatola corretta, —1 punto per ogni carta collocata in una scatola
sbagliata. Le carte non utilizzate non influenzavano in nessun modo il punteggio. Ha vinto la squadra
che ha totalizzato il punteggio maggiore.

Per procedere all'assegnazione dei punteggi, si sono formati 5 gruppi di controllori, uno per ciascuna
scatola. Ogni gruppo era composto da studenti appartenenti a squadre diverse, in modo da garantire
imparzialita (almeno un rappresentante per squadra in ciascun gruppo). Ad ogni gruppo sono stati
affidati una scatola da controllare e un foglio per la raccolta dei punteggi, sul quale indicare, per ogni
squadra, il numero di carte radice corrette e sbagliate. La formazione di gruppi di controllori misti ha
favorito un’interessante forma di “distanziamento cognitivo”: studenti che avevano appena svolto il
ruolo di giocatori si sono trovati a dover valutare criticamente le scelte altrui, rendendo espliciti criteri
di correttezza e strategie di verifica.

A seconda della classe e del tempo a disposizione, abbiamo scelto se fornire o meno ai controllori il
foglio delle soluzioni. Quando tale supporto non era disponibile, la fase di controllo si & trasformata
in un’ulteriore occasione di confronto tra studenti appartenenti a squadre diverse, favorendo il ra-
gionamento condiviso. In questo caso abbiamo formato gruppi omogenei per livello di competen-
ze, assegnando ai gruppi con competenze meno avanzate scatole contenenti un numero ridotto di
carte e autorizzando talvolta I'uso della calcolatrice come supporto alla verifica. Quando invece era
necessario garantire una correzione piu rapida e accurata, abbiamo organizzato gruppi di controllori
eterogenei per livello e fornito a ciascun gruppo una scheda con le soluzioni relative alla scatola as-
segnata. In entrambe le modalita, i controllori hanno avuto la responsabilita di attribuire i punteggi
alle squadre per la scatola di loro competenza. Questa fase ha messo in luce come la verifica non
sia stata percepita dagli studenti come un controllo sanzionatorio, ma come un‘attivita cognitiva che
richiedeva argomentazione, confronto e negoziazione di significati, contribuendo al consolidamento
delle competenze argomentative (obiettivo T2).

Osservando le fasi di gioco e di verifica, si & potuto notare come gli studenti abbiano affrontato con
naturalezza anche la stima del valore di espressioni che coinvolgevano semplici operazioni con le radici
(ad esempio 39 + 1 oppure 7 : 4), senza lasciarsi intimorire dalla presenza di calcoli non trattati pre-
cedentemente in modo esplicito con l'insegnante. Le stime e le operazioni sono state eseguite in modo
intuitivo, a testimonianza di una buona padronanza dei ragionamenti sulle approssimazioni sviluppati
durante l'attivita laboratoriale precedente. Cio suggerisce che il gioco abbia favorito non solo il recupe-
ro di conoscenze costruite nelle fasi precedenti, ma anche la loro mobilizzazione in un contesto dina-
mico, confermando il ruolo dell‘attivita ludica come spazio di attivazione e trasferimento di strategie.
Le carte contenti YO hanno invece generalmente creato maggiori difficolta e, nonostante la sem-
plicita dei calcoli richiesti, sono state spesso tralasciate. Esempi come /0 : /119 oppure 12 -0 o
anche (/2 +0)? richiedevano operazioni immediate, ma non sono state riconosciute come tali dalla
maggior parte degli studenti. Anche le carte che includevano /1, come 1 + /1, oppure 7 : T non
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sono state percepite come particolarmente agevoli e sono state spesso relegate in secondo piano a
favore di carte che richiedevano calcoli pitu complessi. Questa difficolta ricorrente mostra una certa
resistenza nell'attribuire significato numerico immediato alle radici di 0 e di 1 e segnala un nodo con-
cettuale ancora fragile, utile per orientare future azioni didattiche mirate a rafforzare la comprensione
dei casi particolari.

Il limite di tempo (10 minuti) non permetteva di collocare tutte le 20 carte radice, rendendo necessario
selezionare quelle per cui la stima risultava pit immediata. Questo ha promosso un approccio flessi-
bile e non sequenziale spingendo gli studenti a sviluppare criteri personali di efficienza (obiettivo T1).
Tale consapevolezza strategica rappresenta una competenza trasversale importante e testimonia la
capacita degli studenti di adattarsi in modo critico alle condizioni del gioco.

Inoltre, il rischio di perdere punti per ogni collocazione errata ha incentivato il confronto all’interno
delle squadre: gli studenti hanno dovuto argomentare le proprie ipotesi, valutare quelle dei compagni
e giungere a decisioni condivise, evitando approcci individuali o frammentati. In questo senso, il gioco
ha favorito dinamiche autentiche di problem solving collettivo (T2), richiedendo decisioni rapide ma
ragionate e una gestione coordinata delle risorse del gruppo.

5 Altre esperienze: il percorso ad occhi chiusi

In questa sezione vengono presentate alcune considerazioni sul percorso realizzato in una classe
seconda, all'interno della quale era presente una studentessa cieca, che nel seguito verra chiamata
Chiara. La sperimentazione si e svolta nell'ambito di un progetto condotto in collaborazione con
I'Istituto dei Ciechi di Milano (Angilletta & Spreafico, 2022).

L'attivita ha mostrato un forte valore inclusivo: tutti gli studenti hanno potuto partecipare simultanea-
mente nello stesso ambiente, sequendo istruzioni comuni per le piegature e prendendo parte insieme
al gioco delle “radici in scatola”. Questa modalita operativa ha permesso a ciascuno di contribuire
attivamente, valorizzando differenti modalita percettive e promuovendo un’esperienza realmente
condivisa di apprendimento.

Poiché I'attivita & stata progettata in modo inclusivo a priori seguendo i principi dell’'UDL, abbiamo
scelto di favorire molteplici mezzi di rappresentazione utilizzando, in aggiunta ai fogli di carta di due
colori diversi per costruire il menko, anche due fogli di texture diverse; in aggiunta al righello proposto
é stato utilizzato del materiale tattile per costruire il righello accessibile: strisce in braille con I'indica-
zione delle radici e piccoli quadratini in rilievo per posizionare i numeri interi. Tale progettazione ha
consentito la piena partecipazione di tutte e tutti (Figura 16a).

Figura 16. a) Il righello con unita e radici evidenziate con la scritta braille; b) e ) Il foglio gommato

prodotto dai compagni di Chiara per “visualizzare” i quadrati di area 5 e 10 e i loro rispettivi lati di lunghezza V5 e J10.°

5. 1 fogli in Figura 16b e in Figura 16c sono da immaginare ciascuno in proporzione al misurometro.
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Durante la costruzione dei segmenti di lunghezza /5 (e successivamente 10) Chiara & stata aiutata
dai compagni che hanno riprodotto per lei la configurazione geometrica sul foglio di gomma (Figura
16b e Figura 16¢). In questa occasione i compagni hanno mostrato attenzione e sensibilita verso le
modalita con cui Chiara viveva l'attivita, riconoscendo I'importanza di utilizzare uno strumento piu
adatto alle sue preferenze e ai suoi modi di apprendere. Hanno partecipato attivamente discutendo
e collaborando con lei per definire insieme i passaggi necessari alla realizzazione del modello tattile.
Una volta compreso il procedimento, anche Chiara ha potuto completare autonomamente la piega-
tura del segmento /5 sul proprio foglio.

Anche nel gioco, pur non potendo correre a posizionare le radici nelle scatole, Chiara ha offerto un
contributo significativo al calcolo delle stime. Ha utilizzato in modo efficace le strategie che padroneg-
gia, richiamando con rapidita i valori approssimati delle radici e supportando cosi il lavoro di gruppo.

6 Considerazioni conclusive

Il percorso descritto in questo articolo e il risultato di numerose sperimentazioni condotte in undici
classi seconde della scuola secondaria di primo grado e in corsi di formazione per insegnanti, sia in
Italia che all’estero.

Nelle varie sperimentazioni abbiamo osservato un alto livello di efficacia delle attivita proposte, sia
in termini di apprendimento che di partecipazione. Tutti gli studenti coinvolti hanno preso parte alle
attivita in modo attivo e motivato, compresi coloro che solitamente mostrano scarso interesse o par-
tecipazione durante le lezioni di matematica. Il contesto laboratoriale e ludico ha creato un ambiente
didattico altamente accessibile, nel quale gli studenti hanno potuto impegnarsi in forme di ragiona-
mento matematico anche complesse senza essere frenati dalla dimensione formale del contenuto,
lasciando spazio alla sperimentazione e alla negoziazione di strategie.

La parte manipolativa del percorso, oltre a favorire la costruzione concreta di alcune radici quadrate,
ha offerto spunti di riflessione sulla stima del valore di radici di numeri naturali attraverso il riferimento
ai quadrati perfetti, I'uso della relazione d'ordine e I'esplorazione di diverse rappresentazioni dello
stesso numero.

In diverse classi € emerso come le competenze acquisite in questa prima parte siano state poi conso-
lidate nella fase di gioco, durante la quale i ragazzi hanno dimostrato una buona padronanza nella
stima del valore sia delle radici di numeri naturali sia di espressioni algebriche contenenti tali radici.
Questi risultati suggeriscono come I'alternanza tra manipolazione concreta, discussione e gioco pos-
sa promuovere un passaggio naturale dall’'esperienza operativa alla generalizzazione, sostenendo
processi di astrazione che non appaiono imposti dall’'esterno, ma emergono come esigenza interna
agli studenti stessi. Inoltre, I'efficacia mostrata anche nella stima di radici contenute in espressioni
algebriche sembrerebbe indicare una forma di trasferibilita cognitiva che va oltre la singola attivita,
segnalando che gli studenti hanno costruito significati sufficientemente robusti da essere utilizzati in
contesti nuovi.

Nelle diverse sperimentazioni & stato possibile confrontare le prestazioni tra classi che avevano livelli
differenti di familiarita con il concetto di radice quadrata. Nelle classi in cui I'argomento non era an-
cora stato introdotto formalmente, gli studenti hanno mostrato una notevole efficacia nell’elaborare
stime corrette, soprattutto durante il gioco, facendo ricorso a strategie intuitive di confronto numeri-
co che sembravano attivarsi con naturalezza in un contesto privo di vincoli formali. Al contrario, nelle
classi in cui il concetto di radice era gia stato affrontato attraverso un percorso pili tradizionale, la
qualita delle risposte e risultata complessivamente meno elevata.
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Il percorso proposto sembra dunque favorire la valorizzazione delle intuizioni numeriche come base
per la costruzione di significati pit astratti, confermando che I'apprendimento matematico richiede
ambienti che legittimino forme di ragionamento non ancora formalizzate.

Molti docenti che hanno sperimentato il percorso durante il corso di formazione lo hanno successiva-
mente riproposto nelle proprie classi, condividendo poi con le autrici gli esiti dell’esperienza. E emerso
in modo particolarmente significativo il valore del loro ruolo: una presenza attiva ma equilibrata, che
non sostituisce I'iniziativa degli alunni, bensi la orienta. Gli insegnanti hanno potuto osservare con
attenzione le dinamiche dei gruppi, riconoscere e valorizzare i diversi contributi, e accompagnare gli
studenti nella costruzione di significati a partire dalle loro esplorazioni e intuizioni.

Inoltre, ci sono riscontri molto positivi anche dai docenti che hanno sperimentato il percorso in pre-
senza di alunni con BES o DSA, sia per quanto riguarda la partecipazione alle attivita di piegatura sia
per quanto riguarda il gioco. Questo aspetto, coerente con il criterio di attenzione all'inclusivita, oltre
a confermare la buona accessibilita delle attivita, suggerisce che esse possano funzionare come me-
diatori didattici capaci di rendere comprensibili concetti astratti attraverso strumenti corporei e visivi.
L'approccio risulta cosi in linea con i principi dell’Universal Design for Learning: offrendo molteplici
mezzi di coinvolgimento, rappresentazione, azione ed espressione, pud ridurre la dipendenza dalla
simbolizzazione precoce e permettere agli studenti di accedere al nucleo concettuale del contenuto
matematico attraverso percorsi diversificati.
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Sunto / In questo articolo viene presentata una
rubrica per la valutazione delle competenze argo-
mentative in matematica degli allievi di scuola
media. La rubrica e stata sperimentata in una
classe terza corso base di una scuola media ticine-
se, attraverso un percorso di cinque attivita su am-
biti matematici differenti.

Le attivita proposte hanno richiesto agli allievi di
produrre argomentazioni scritte, che sono state
valutate dall’insegnante e utilizzate anche dagli
allievi per l'autovalutazione, con il supporto di
feedback personalizzati. Nell’articolo vengono de-
scritte le attivita svolte, la struttura della rubrica e
le modalita di utilizzo in classe, oltre ad alcune
evidenze emerse dall’analisi degli elaborati.

[ risultati mostrano come la rubrica possa sostene-
re la costruzione di argomentazioni piu chiare e
coerenti e favorire una maggiore consapevolezza
del processo argomentativo negli allievi. Cespe-
rienza suggerisce che lo strumento puo essere uti-
lizzato come supporto formativo in diversi conte-
sti matematici e adattato alla pratica quotidiana
in classe.

Parole chiave: argomentazione; rubrica valuta-
tiva; valutazione formativa; scuola media.

Abstract / The article presents a rubric for eval-
uating lower secondary school students’ mathe-
matical argumentation skills. The rubric was
implemented in a teaching pathway focused on
argumentation, carried out in an eighth-grade
class of a lower secondary school in the Canton
of Ticino, through five activities covering differ-
ent mathematical domains.

The proposed activities required students to
produce written arguments, which were as-
sessed by the teacher and also used by the stu-
dents for self-assessment, supported by person-
alized feedback. The article describes in detail
the activities carried out, the structure of the
rubric and how it was used in the classroom, as
well as selected evidence emerging from the
analysis of students’ work.

The results show that the rubric can support the
construction of clearer and more coherent argu-
ments and foster greater awareness of the argu-
mentation process among students. The experi-
ence suggests that the tool can be used as a
formative support in different mathematical con-
texts and adapted to everyday classroom practice.

Keywords: argumentation; assessment rubric;
formative assessment; lower secondary school.
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1 Introduzione

Questo lavoro nasce dalla volonta di aiutare gli allievi' della scuola media a rendere pit chiaro e strut-
turato il proprio modo di argomentare in matematica. Quotidianamente in classe, infatti, emerge
come gli allievi fatichino a spiegare le proprie idee, a giustificare i passaggi o a sostenere in modo
coerente un‘affermazione. Nonostante la capacita di eseguire calcoli o applicare procedure, la dimen-
sione comunicativa e argomentativa rimane talvolta poco sviluppata o poco consapevole.

A partire da queste osservazioni e dal desiderio di aiutare gli allievi a comprendere meglio cosa
significa argomentare, é stata progettata e sperimentata una rubrica valutativa basata sul modello
di Toulmin (1958/2003) descritto nel prossimo paragrafo. La rubrica non si limita a valutare le ar-
gomentazioni prodotte, ma soprattutto intende essere uno strumento per guidare gli allievi nella
costruzione di argomentazioni complete e strutturate, aiutandoli a capire quali elementi includere e
come organizzarli.

La rubrica e stata introdotta e sperimentata attraverso un percorso realizzato in una classe di terza
media corso base’ del Cantone Ticino, composta da diciotto allievi, strutturato in cinque attivita
distribuite nel corso dell'anno scolastico. Le attivita, volutamente diversificate per temi e contesti
matematici, avevano lo scopo di osservare I'applicabilita della rubrica valutativa e di verificare in che
misura potesse aiutare gli allievi nella costruzione di un‘argomentazione.

Questo articolo offre una sintesi dell’esperienza svolta: dopo un breve inquadramento teorico (par.
2), vengono presentati lo strumento adottato e le modalita d'uso (par. 3), le attivita proposte (par. 4) e
alcune riflessioni emerse dall'analisi degli elaborati (par. 5). L'intento e quello di condividere un esem-
pio di percorso che, attraverso uno strumento semplice e flessibile, mira a sostenere lo sviluppo della
competenza argomentativa in matematica. Il presente contributo e tratto da un lavoro pit ampio di
tesi (Tipura, 2025) a cui si rimanda per eventuali approfondimenti.’

2 Riferimenti teorici

Nel Piano di studio della scuola dell’'obbligo ticinese (Dipartimento dell'educazione, della cultura e
dello sport [DECS], 2022), la capacita di comunicare ragionamenti e argomentazioni & riconosciuta
come parte integrante delle competenze disciplinari e trasversali, e rappresenta un elemento chiave
del processo di apprendimento della matematica. Fare matematica significa infatti non solo scegliere
e applicare procedure corrette, ma anche saper giustificare le proprie scelte, collegare informazioni e
rendere esplicito il ragionamento seguito (Sbaragli & Demartini, 2021).

2.111 modello di argomentazione di Toulmin

Per rendere osservabili e valutabili alcuni elementi chiave dell'argomentazione matematica in ambito
scolastico, questo lavoro fa riferimento al modello di argomentazione di Toulmin (1958/2003).

Tale modello ¢ stato pubblicato per la prima volta nel 1958 dal filosofo britannico Stephen Toulmin,

1. I genere maschile viene usato in questo articolo per designare persone, indipendentemente dal genere.

2. Negli ultimi due anni di scuola media ticinese gli allievi sono suddivisi in due corsi in base al livello di competenze in mate-
matica e in tedesco: il corso attitudinale e il corso base.

3. Lavoro di Tesi di Sara Tipura (2025) svolto nell’ambito del Master of Arts SUPSI in Insegnamento per il livello secondario |,
presso il Dipartimento formazione e apprendimento / Alta scuola pedagogica, Scuola universitaria professionale della Svizzera
italiana. Relatore: Alberto Piatti.
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con I'idea di proporre uno schema per analizzare e costruire delle argomentazioni. Successivamente
questo schema strutturale e stato importato e utilizzato in diverse ricerche in didattica della matema-
tica (si veda, ad esempio, Inglis et al., 2007).

Il modello di Toulmin (Figura 1) e costituito da sei elementi distinti collegati tra di loro, ognuno dei
quali ha un ruolo specifico per supportare la validita di un‘argomentazione. In primo luogo, il claim
rappresenta I'affermazione che si vuole sostenere, cioé quello che si intende dimostrare attraverso
I'argomentazione. Il ground consiste nelle premesse, ovvero i dati, le evidenze e/o i fatti su cui si basa
I'argomentazione e che permettono di supportare I'affermazione. Il warrant corrisponde al ragiona-
mento logico e coerente che giustifica il passaggio dalle premesse e all'affermazione, consentendo
di spiegare come i dati forniti possono essere rilevanti per sostenere |I'affermazione. Il backing rap-
presenta un ulteriore supporto o spiegazione per fornire maggiore credibilita al warrant, il qualifier
esprime la probabilita o il grado di certezza con cui viene presentata I'affermazione e, infine, il rebut-
tal consiste nella presentazione di casi eccezionali che potrebbero compromettere la validita dell’af-
fermazione (Toulmin, 1958/2003).

Rebuttal

Ground Qualifier Claim

Warrant

Backing

Figura 1. Rielaborazione personale del modello di Toulmin

Come detto precedentemente, in un‘argomentazione tutti questi elementi sono connessi tra di loro.
Il ground supporta il claim attraverso un warrant, che viene validato ulteriormente dal backing. |l
qualifier determina il grado di certezza collegato al claim e i rebuttal, infine, definiscono le circostanze
che limitano la validita del claim.

Il modello di Toulmin presenta una struttura utile per comprendere e costruire delle argomentazioni
solide. La sua applicazione permette di rendere visibili i diversi elementi che compongono un ragio-
namento, promuovendo cosi lo sviluppo di competenze argomentative. Pur con alcune limitazioni,
questo modello rappresenta una buona base di partenza per introdurre un lavoro sull’argomen-
tazione con gli allievi. In particolare, secondo Karbach (1987), gli elementi essenziali all'interno di
un‘argomentazione sono il claim, il ground e il warrant, al contrario gli altri tre componenti possono
essere inseriti quando ritenuto necessario. Tanto e vero che l'autore suggerisce agli insegnanti che
desiderano utilizzare il modello per sviluppare le competenze argomentative degli allievi di focalizzarsi
solamente sui tre elementi principali, in quanto risultano semplici da spiegare e facilmente compren-
sibili per gli allievi. Una volta compresi e interiorizzati la struttura e termini chiave del modello, &
possibile introdurre agli allievi anche il concetto di backing, qualifier e rebuttal per rafforzare le loro
argomentazioni (Karbach, 1987).
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2.2 La prospettiva trifocale per valutare competenze

Dal punto di vista valutativo, il lavoro fa riferimento alla prospettiva trifocale proposta da Castoldi
(2016), che considera la competenza come oggetto di osservazione da piu punti di vista: quello del do-
cente, quello dell‘allievo attraverso I'autovalutazione e quello delle evidenze prodotte negli elaborati.
L'approccio della prospettiva trifocale (Castoldi, 2016), infatti, permette di valutare una competenza
in maniera accurata e completa, integrando i tre punti di vista in gioco, ossia:

— la dimensione soggettiva che si riferisce alla prospettiva dell’allievo sullo sviluppo della compe-
tenza, considerando la percezione delle proprie capacita, delle risorse e delle strategie utilizzate.
Questa dimensione implica una riflessione sull'esperienza di apprendimento e sull'esecuzione del
compito richiesto;

— la dimensione intersoggettiva che riguarda le aspettative delle persone coinvolte nel processo di
apprendimento della competenza, come I'insegnante, i compagni ecc. Questa prospettiva valuta
la maniera in cui la competenza viene riconosciuta e accettata nel contesto educativo;

— la dimensione oggettiva che si riferisce agli indicatori concreti e osservabili della competenza, re-
lativi al compito richiesto e alle capacita dimostrate da parte dell’allievo.

SOGGETTIVA INTERSOGGETIVA
COME M VEDO COME M VEDONO
" COMPETENZA /
" RUBRICAVALUTATNA
\\‘ ,/’/
N ¥
OGGETTIVA
COSA SO FARE

Figura 2. Prospettiva trifocale della valutazione della competenza (rielaborazione da Castoldi, 2016)

L'idea di competenza é al centro della prospettiva trifocale (Figura 2) e consiste nella visione condivisa
che orienta la valutazione della competenza. Infatti, risulta fondamentale che gli attori coinvolti nel
processo di apprendimento abbiano una concezione comune della competenza nel contesto in cui
viene esaminata, in modo da rendere il processo valutativo il pit possibile coerente e preciso (Castoldi,
2016). A tal fine, & importante disporre di uno strumento che permetta di definire con chiarezza i cri-
teri di riferimento durante la valutazione, rappresentando un quadro di riferimento per I'osservazione
e I'analisi della competenza in ognuna delle tre dimensioni. In questo senso, una rubrica valutativa
puo fungere non solo da strumento di valutazione, ma anche da supporto formativo e riflessivo.

3 Larubrica valutativa

All'interno della cornice teorica appena delineata, questo articolo presenta e analizza I'uso di una rubrica
di tipo analitico, progettata ad hoc per descrivere in modo dettagliato e multidimensionale le competenze
argomentative degli allievi in ambito matematico. Lo strumento e stato sperimentato attraverso un per-
corso didattico proposto a una classe di terza media corso base (descritto nel par. 4), e dunque costruito
in base alle esigenze della classe. Gli allievi ai quali & stato proposto il percorso, presentavano difficolta piu
marcate in attivita in cui & richiesto un maggiore sforzo in termini di ragionamento, di collegamento tra
concetti e di rielaborazione personale. In queste situazioni, alcuni allievi necessitavano di un maggiore ac
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compagnamento nell‘organizzare un ragionamento matematico e nell'individuare relazioni significative.
Seguendo il modello di Toulmin, ma tenendo conto delle indicazioni di Karbach (1987), dunque, ci
si e concentrati sugli elementi centrali del modello: claim, ground e warrant. Per garantire una com-
prensione immediata agli allievi, questi elementi fondanti del modello sono stati tradotti in italiano,
utilizzando i termini affermazione, premesse e ragionamento.

Per ciascun elemento sono stati poi definiti uno o piu criteri di valutazione. Per I'affermazione é stato
individuato il criterio della chiarezza, ossia la capacita di esprimere in modo esplicito e comprensibile
la posizione che si vuole sostenere.

Per le premesse sono stati individuati tre criteri:

— la pertinenza, cioé I'uso di informazioni rilevanti e collegate al problema affrontato;

— la correttezza, intesa come |'accuratezza dei riferimenti e delle informazioni utilizzate,

— la completezza, ossia la capacita di includere tutti gli elementi necessari per sostenere adeguata-
mente |'affermazione.

Infine, per il ragionamento sono stati definiti quattro criteri:

— la coerenza, intesa come la presenza di un legame teorico tra le premesse e I'affermazione;

— l'organizzazione, ossia la struttura generale dell'argomentazione;

— il linguaggio, per verificare |'uso corretto e appropriato dei termini matematici;

— i calcoli, per valutare la correttezza delle procedure matematiche svolte a sostegno dell'argomen-
tazione.

La Tabella 1 riassume gli elementi, i criteri di valutazione e i corrispondenti indicatori identificati nella
progettazione della rubrica valutativa.

Criteri Indicatori

L'affermazione e formulata in modo chiaro, preciso e

Affermazione Chiarezza Y
senza ambiguita.
. Le premesse includono fatti o informazioni rilevanti
Pertinenza . s .
rispetto all'affermazione sostenuta.
Premesse Correttezza Le premesse sono accurate e prive di errori concettuali.

Le premesse coprono tutti gli elementi necessari a

Completezza A .
sostenere |'affermazione.

La coerenza del ragionamento & mantenuta in tutta

Coerenza . . .
I'argomentazione, senza contraddizioni tra le parti.

Il ragionamento & organizzato in modo chiaro e

Organizzazione . 1 -
9 ordinato, facilitandone la comprensione.

Ragionamento

L'uso del linguaggio matematico € accurato, coerente e

Linguaggio S - .
guagg contribuisce alla chiarezza del ragionamento.

L'esecuzione dei calcoli € accurata e contribuisce alla

Calcoli s N .
solidita dell’largomentazione.

Tabella 1. Elementi, criteri e indicatori della rubrica valutativa
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Per ogni criterio sono stati formulati degli indicatori descrittivi, che hanno guidato la costruzione dei
quattro livelli di padronanza (avanzato, buono, discreto e base). La scelta di ordinare i livelli di padro-
nanza dal pit elevato al meno elevato nasce dalla volonta di fornire agli allievi un riferimento chiaro
sulle aspettative rispetto all’argomentazione, grazie alla descrizione presente nella prima colonna
della rubrica. Questi livelli, rappresentati nella rubrica attraverso un sistema di stelle (Figura 3), hanno
reso pill immediata la lettura del profilo di competenza e hanno permesso agli allievi di riconoscere
sia i propri punti di forza, sia le aree di miglioramento.

L'intero processo di costruzione della rubrica ha richiesto di trovare un equilibrio tra rigore teorico e
accessibilita operativa, traducendo gli elementi del modello di Toulmin in un linguaggio comprensibile
e utilizzabile dagli allievi. Il risultato, presentato in Figura 3 e disponibile nell’Allegato 1, € uno strumento
che mira a supportare non solo la valutazione, ma anche la costruzione dell'argomentazione stessa,

favorendo negli allievi un approccio pit consapevole e strutturato.

, o L’affermazione € abbastanza | L'affermazione & in parte X X N
A . L’affermazione € chiara e non h ini i hi g L’affermazione & confusa o
i i R ; chiara, con margini di chiara, ma deve essere o
Elnazions fetferzzel puo essere fraintesa. . . non collegata alla situazione.
precisione. migliorata.
. Le premesse sono per lo pill | Le premesse sono in parte Le premesse non sono
Le premesse sono rilevanti e . ) . . . .
Pertinenza , X rilevanti, con qualche rilevanti e contengono rilevanti e collegate
collegate all’affermazione. s .
elemento meno collegato. elementi non collegati. all'affermazione.
Le premesse sono giustificate | Le premesse sono errate o
. Le premesse sono accurate e | Le premesse sono accurate, | . q ; imitand ustificat dend
) _ - ) in modo confuso, limitandone | non giustificate, rendendo
Premesse orrettezza prive di errori concettuali. con margini di precisione. N , 9 K
la validita. I’'argomentazione debole.
Le premesse coprono tutti gli | Le premesse coprono la X Le premesse non coprono gli
. : | " ) _ e degli ol " Le premesse sono parziali e I ; il el
elementi necessari per maggior parte degli elementi ) ) | elementi essenziali della
ampliiiezze) , tralasciano aspetti importanti. )
sostenere I'affermazione. necessari. situazione.
Il ragionamento & coerente, Il ragionamento € abbastanza | Il ragionamento presenta .
R X . Il ragionamento & incoerente
Coerenza con passaggi logicamente coerente, con piccole delle incoerenze che ne o
. o e contraddittorio.
collegati. imprecisioni. riducono la chiarezza.
La struttura & ben N . La struttura e disorganizzata, .
@ izzata 6 facile d Il struttura & organizzata, con i oh trebb La struttura e disorganizzata
i i organizzata e facile da o o con passaggi che potrebbero ) )
rganizzazione 9 margini di precisione. 99 . . e difficile da capire.
comprendere. essere collegati meglio.
Ragionamento
. . o Il linguaggio matematico & Il linguaggio matematico & . X R
Il linguaggio matematico & X L : Il linguaggio matematico &
Linguaggio semplice, con margini di semplice, ma presenta
corretto, preciso e coerente. - scorretto e poco accurato.
precisione. qualche errore.
. . X N | calcoli contengono errori | calcoli presentano errori che
| calcoli sono svolti in modo | calcoli sono per lo piu i
Calcoli ) o . .| che compromettono il compromettono
corretto e accurato. corretti, con lievi imprecisioni. . i K
ragionamento. I'argomentazione.

Figura 3. Rubrica valutativa progettata e sperimentata nel percorso

3.1 Applicabilita della rubrica valutativa in prospettiva trifocale

Dal punto di vista del docente, la rubrica valutativa progettata & principalmente uno strumento per va-
lutare dettagliatamente le argomentazioni prodotte dagli allievi. Infatti, permette di fornire a ciascun
allievo un riscontro oggettivo e personalizzato sul proprio elaborato, evidenziandone sia i punti di for-
za sia gli aspetti che necessitano di miglioramenti. Questo strumento, infatti, consente di distinguere
con precisione le criticita legate alla formulazione dell'affermazione, all'accuratezza delle premesse e
alla coerenza del ragionamento, offrendo cosi un feedback mirato per supportare il progresso degli
allievi. Per rendere la valutazione ancora piu chiara e immediata, si € deciso di accompagnare il riscon-
tro elaborato grazie alla rubrica con un grafico a ragnatela (diversi esempi verranno forniti in dettaglio
nel par. 4), che permette agli allievi di visualizzare in modo sintetico il proprio livello di competenza
rispetto ai diversi criteri di valutazione. Inoltre, si e previsto un utilizzo regolare della rubrica valutativa
per esaminare anche il progresso degli allievi nel tempo: confrontando le varie attivita svolte, & pos-
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sibile osservare i miglioramenti e individuare le difficolta persistenti su cui & necessario lavorare per
favorire lo sviluppo delle competenze argomentative.

Da parte degli allievi, la rubrica valutativa risulta in primo luogo un supporto alla produzione delle
argomentazioni durante le attivita svolte in classe, offrendo loro un riferimento preciso sui criteri di
valutazione e le aspettative da parte del docente. La rubrica, quindi, rappresenta uno strumento di
controllo durante I'elaborazione delle argomentazioni, consentendo agli allievi di verificare in maniera
autonoma il rispetto dei vari criteri. In aggiunta, gli allievi possono usare la rubrica valutativa per con-
frontare il riscontro ricevuto con i criteri stabiliti, riflettendo cosi sulla propria argomentazione. Questo
momento di riflessione & pensato per favorire una maggiore consapevolezza delle proprie compe-
tenze, permettendo di individuare con piu chiarezza gli aspetti positivi e quelli da migliorare. Infine,
la rubrica puo fungere da strumento di autovalutazione della propria argomentazione, consentendo
agli allievi di applicare in prima persona i diversi criteri di valutazione e di sviluppare un approccio piu
critico e autonomo nella valutazione della competenza.

Coerentemente con la prospettiva trifocale descritta nel par. 2.2, percio, la rubrica valutativa proget-
tata consente di valutare la competenza argomentativa nelle tre dimensioni:

— la dimensione oggettiva, focalizzando cid che I'allievo & in grado di fare attraverso criteri e indica-
tori osservabili;

— la dimensione soggettiva, attraverso I'autovalutazione,

— la dimensione intersoggettiva, attraverso il confronto dei due punti di vista: quello dell'allievo,
espresso mediante I'autovalutazione, e quello del docente, indicato con il feedback.

La rubrica, quindi, assume un ruolo centrale nell'esplicitare le diverse dimensioni valutative della com-
petenza, sostenendo un processo valutativo non solo descrittivo, ma anche riflessivo e formativo.

4 Le attivita proposte

Il percorso didattico si & articolato in cinque attivita, proposte nel corso dell’anno scolastico tra i mesi
di ottobre e marzo, con I'obiettivo di sviluppare e osservare la competenza argomentativa in conte-
sti matematici differenti. Le attivita sono state progettate in modo progressivo e hanno previsto, in
momenti diversi, I'introduzione e I'utilizzo della rubrica valutativa come strumento di supporto alla
produzione, alla valutazione e all’autovalutazione delle argomentazioni.

4.1 Costruzione del concetto di argomentazione

Il percorso sulla competenza argomentativa € iniziato con un’attivita introduttiva, incentrata sulla
costruzione del significato di argomentazione. Agli allievi & stato chiesto di riflettere sul significato
del termine e di condividere le proprie ipotesi sulla base delle loro conoscenze. Le risposte hanno
evidenziato un’idea intuitiva del concetto, spesso associato all'idea di spiegare, motivare o giustificare
un‘opinione, e ha permesso di approfondire quali elementi siano necessari per sostenere un punto di
vista in modo credibile.

Il confronto é stato guidato in modo da condurre gradualmente gli allievi all'identificazione dei tre
elementi dell’argomentazione, corrispondenti a quelle indicate nella rubrica valutativa, ossia I'affer-
mazione, le premesse e il ragionamento. Successivamente, questi concetti sono stati ulteriormente
chiariti attraverso alcuni esempi: uno di carattere generale e uno legato a un contesto matematico
(Figura 4), per mostrare come la struttura argomentativa sia utilizzata anche all'interno del contesto
disciplinare.
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Vediamo un esempio... ...anche in matematica
I
Garfield & un - = - -
gatto ( | Un quadrato ha quattro angoli

Un rettangolo ha quattro angeli |
R - - retti, | lati opposti paralleli e di
— LI N Bl
uguale jung! | Inolire, i lati sono tutti uguali.

—
| gatti sono Ragionamento
degli animali

- T
"
N  EE— Il quadrato & un tipe di
Garfield & rettangolo
un animale
Affermazione

Figura 4. Esempi semplici di argomentazione proposti.

Infine, & stata proposta un‘attivita a coppie in cui bisognava sviluppare e presentare alla classe una breve
argomentazione a partire da un tema a scelta, individuando al suo interno I'affermazione, le premesse e il
ragionamento. Il confronto con i compagni ha permesso agli allievi di analizzare e intervenire per segnalare
eventuali elementi mancanti o scorretti rispetto ai tre elementi dell'argomentazione. Questo momento ha
permesso di consolidare ulteriormente la comprensione della struttura argomentativa e di preparare indi-
rettamente gli allievi per le attivita successive, in cui questi aspetti sarebbero stati oggetto di osservazione.

4.2 Attivita 1 - Interpretazione di un grafico

Descrizione dell‘attivita. La prima attivita proposta, riferita all'ambito di competenza “Probabilita e
statistica”, e servita ad avvicinare gli allievi alla costruzione di un‘argomentazione a partire dall'inter-
pretazione di dati statistici (Allegato 2). E stato fornito un grafico tratto dallo studio JAMES del 2022
(Figura 5), che raccoglie informazioni sulle attivita extra-mediali svolte nel tempo libero dai giovani
svizzeri tra i 12 e i 19 anni (Kulling et al., 2022).

Attivita per il tempo libero di tipo extra-mediale per genere

Incontrare amici 73

Rilassarsi e non fare niente 72

Fare sport 77
Animali domestici 51
Fare musica
Famiglia 26
Dipingere / fare bricolage 7 2
Giochi da tavolo g
Andarre per negozi / fare shopping 4

Manifestazioni sportive &

Festa 6

@

Chiesa / tempic / moschea / sinagoga
Biblioteca 2
Discoteca / Night club 3

Concerto pop / rock / jazz g3

B Ragazze
M Ragazzi

Museo / un'esposizione g
Teatro / Opera g

0 0 20 30 40 50 60 70 80
Percentuali: ogni giorno / pil volte alla settimana

Figura 5. Dati statistici forniti nella prima attivita (rielaborazione da Kulling et al., 2022, p. 17).
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L'attivita é stata introdotta con un esempio svolto insieme alla classe, in cui si e riflettuto su un'affer-
mazione («| ragazzi preferiscono svolgere attivita artistiche come bricolage o dipingere piu frequen-
temente rispetto alle ragazze»). Cosi facendo, gli allievi sono stati guidati nell'analisi del grafico e
nella costruzione di un‘argomentazione a supporto della posizione presa. In un secondo momento,
gli allievi hanno lavorato individualmente su una seconda affermazione («l ragazzi preferiscono le
attivita sociali rispetto a quelle individuali»), applicando quanto osservato precedentemente. Nello
specifico, gli allievi dovevano prendere posizione rispetto a un‘affermazione proposta, indicando se
la ritenevano vera o falsa, e giustificare la propria opinione facendo riferimento ai dati presenti nel
grafico. Questa modalita ha reso I'attivita piu guidata, permettendo agli allievi di concentrarsi sulla
costruzione del ragionamento e sull’individuazione di premesse pertinenti, senza preoccuparsi della
formulazione dell'affermazione.

Lavoro con la rubrica valutativa. In questa prima attivita la rubrica valutativa non é stata introdotta,
per permettere agli allievi di concentrarsi sulla costruzione dell’argomentazione senza essere condi-
zionati da criteri valutativi espliciti. L'attivita ha avuto una funzione prevalentemente di avvio al lavoro
argomentativo e di raccolta concezioni su cosa significasse per gli allievi argomentare un‘affermazione.

4.3 Attivita 2 - Teorema di Pitagora

Descrizione dell‘attivita. La seconda attivita, connessa all'ambito di competenza “Geometria”, aveva
I'obiettivo di introdurre, attraverso una situazione concreta, il teorema di Pitagora nello spazio: il
problema chiedeva di determinare quali lunghezze potessero avere delle cannucce affinché potessero
essere inserite all'interno di una scatola dalle dimensioni date (Figura 6, Allegato 3).

Il teorema di Pitagora, fino a quel momento, era stato applicato solo nel piano, senza considerare si-
tuazioni nello spazio. Lattivita mirava quindi a stimolare un ragionamento plausibile, basato sulle cono-
scenze pregresse. Per risolvere il problema, gli allievi dovevano interpretare le dimensioni fornite e for-
mulare delle ipotesi sulle possibili lunghezze che potessero entrare nella scatola: infatti, non era richiesto
di trovare una risposta unica o definitiva, ma di giustificare in modo coerente il proprio ragionamento.

Scatole e cannucce g

Consideriamo la scatola rappresentata di seguito come un parallelepipedo rettangolo, con

dimensioni interne di 22,1 cm, 17,2 cme 11,7 cm.

All’interno della scatola si vogliono riporre delle cannucce di spessore trascurabile.

Quali lunghezze possono avere le cannucce per poter essere inserite nella scatola?

Figura 6. Consegna relativa all'attivita 2
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Lavoro con la rubrica valutativa e feedback sull‘attivita. Durante questa attivita, la rubrica valutativa
& stata presentata agli allievi attraverso un momento di spiegazione collettiva con I'intero gruppo
classe. A partire dal concetto di argomentazione costruito insieme alla classe, sono stati ripresi i tre
elementi: affermazione, premesse e ragionamento. Per ognuna sono stati analizzati i criteri di valuta-
zione, chiarendone il significato e la funzione all'interno di un‘argomentazione. In sequito, si & andati
nel dettaglio dei livelli di padronanza, per chiarire cosa distingue un'argomentazione strutturata e so-
lida da una meno efficace. La rubrica valutativa, quindi, é stata utilizzata dagli allievi come strumento
di supporto alla produzione della propria argomentazione. In particolare, & stato chiesto agli allievi di
sviluppare un‘argomentazione e di confrontarla successivamente con i criteri e i livelli descritti nella
rubrica, con l'intento di individuare il proprio livello di padronanza nei diversi aspetti considerati ed
eventualmente revisionare I'elaborato.

All'inizio della lezione successiva dedicata al percorso, cosi da offrire agli allievi degli spunti e dei
consigli per sviluppare le argomentazioni seguenti, & stato fornito un riscontro rispetto all'argomenta-
zione elaborata nell'attivita 2 sia in forma scritta sia attraverso un grafico a ragnatela. Il commento in
forma scritta aveva I'obiettivo di esplicitare in modo chiaro e semplice gli aspetti dell'argomentazione
risultati piu efficaci e, allo stesso tempo, gli elementi su cui concentrare un ulteriore lavoro. Il feedback
mirava quindi a rendere piu espliciti i punti di forza dell’elaborato e a indicare possibili direzioni di mi-
glioramento in relazione ai diversi criteri della rubrica. Il linguaggio utilizzato richiama i descrittori dei
livelli di padronanza ed é formulato in modo accessibile agli allievi, cosi da favorire la comprensione
del riscontro ricevuto.

Nel grafico a ragnatela sono stati rappresentati i criteri, a ciascuno dei quali & stato associato un valore
numerico compreso tra 4 (avanzato) e 1 (base), corrispondenti ai livelli di padronanza previsti dalla
rubrica. Questa rappresentazione ha permesso agli allievi di visualizzare in modo immediato il proprio
profilo di competenza e di orientarsi nel miglioramento dell’argomentazione nelle attivita successive.
Per offrire un esempio, si riporta I'argomentazione di un allievo prodotta nel corso dell‘attivita 2 (Fi-
gura 7) e il relativo feedback fornito sia in forma scritta (Figura 8) sia attraverso il grafico a ragnatela
(Figura 9).
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Figura 7. Un esempio di argomentazione prodotta nell'attivita 2
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L'affermazione & stata espressa in modo chiaro e le premesse sono pertinenti e ben
collegate all'affermazione. |l ragionamento & generalmente coerente e I'organizzazione

delle idee & chiara. Continua a lavorare con questa attenzione!

g\ Per migliorare concentra il tuo lavoro sulla costruzione di premesse pitu complete e
precise, assicurandoti di includere tutti gli aspetti rilevanti necessari a supportare

|'affermazione. Questo rendera la tua argomentazione piu solida e ben strutturata.

Figura 8. Feedback relativo all’attivita 2 espresso in forma scritta

Chiarezza
4
Calcoli a Pertinenza
2
1
Linguaggio Q Correttezza
Organizzazione Completezza
Coerenza

Figura 9. Feedback relativo allattivita 2 espresso con grafico a ragnatela.

In questa fase, dunque, la rubrica valutativa ha svolto un duplice ruolo: in un primo momento ha
offerto agli allievi un riferimento per la costruzione dell'argomentazione, successivamente li ha sup-
portati nell'interpretazione del feedback ricevuto dal docente.

4.4 Attivita 3 - Rapporto in scala

Descrizione dell‘attivita. La terza attivita, relativa all'lambito di competenza “Funzioni”, proponeva
una situazione concreta in cui gli allievi dovevano individuare le dimensioni di un nuovo armadio da
inserire in una stanza, utilizzando un modello in scala come riferimento (Allegato 4). Il compito richie-
deva non solo di applicare correttamente i rapporti in scala, ma anche di interpretare la situazione in
modo realistico, formulando una proposta motivata in base allo spazio disponibile e alle dimensioni
dell’'oggetto (Figura 10).
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Camera e armadi B

La maestra ha deciso di rinnovare la stanzal Vuole sostituire la cassettiera e la televisione cor
un armadio, ma non sa quali dimensioni deve scegliere.

Osserva lo spazio disponibile nella stanza e proponi le dimensioni ideali per un armadio che
possa adattarsi alla camera. Aiuta la maestra a trovare la soluzione perfettal

Figura 10. Consegna relativa all’attivita 3.

Lavoro con la rubrica valutativa e feedback sull‘attivita. Anche in questo caso, la rubrica valutativa &
stata utilizzata come strumento di riferimento per strutturare I'argomentazione e per interpretare il
feedback ricevuto dal docente sull'argomentazione relativa all‘attivita del rapporto in scala.

Il riscontro, consegnato nella lezione successiva prima di avviare la quarta attivita, e stato fornito sia in
forma scritta sia attraverso un grafico a ragnatela, che ha permesso agli allievi di visualizzare in modo
immediato il livello di padronanza raggiunto nei diversi criteri. Si riporta un esempio nelle Figure 11-13.
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Figura 11. Un esempio di argomentazione prodotta nell’attivita 3.
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Le premesse sono pertinenti e ben collegate all'affermazione finale, dimostrando di
aver capito il metodo per identificare le dimensioni reali. Inoltre, hai applicato
correttamente il rapporto in scala per trovare le misure dell’armadio e i calcoli sono

svolti con precisione.

\ Le premesse, pur essendo corrette, potrebbero essere pil complete: cerca di fornire
piU dettagli per spiegare il percorso che ti porta alla scelta delle misure, evitando di
dare per scontati alcuni passaggi. Anche il ragionamento puo essere reso piu chiaro:
prova a esplicitare meglio il collegamento tra il dato iniziale, i calcoli e la conclusione.
L'organizzazione generale dell’argomentazione pud essere migliorata per rendere il
testo piu strutturato e leggibile, assicurandoti che ogni parte sia ben collegata alla
successiva. Infine, fai attenzione all’'uso dei termini matematici: utilizzare un linguaggio

preciso ti aiutera a rendere la tua spiegazione piu chiara e comprensibile per chilegge.

Figura 12. Feedback relativo all’attivita 3 espresso in forma scritta

Chiarezza
4
Calcoli a3 Pertinenza
2
1
Linguaggio 0 Correttezza
COrganizzazione Completezza
Coerenza
Rapporto in scala Tecrema di Pitagora

Figura 13. Feedback relativo all’attivita 3 espresso con grafico a ragnatela

Inoltre, come si vede dal grafico in Figura 13, & stato riportato anche il profilo di competenza relativo
all'attivita 2, sul teorema di Pitagora, consentendo cosi agli allievi di confrontare la qualita delle due
argomentazioni e di osservare eventuali cambiamenti significativi.

4.5 Attivita 4 - Struttura della piramide

Descrizione dell‘attivita. L'obiettivo della quarta attivita, riferita all'lambito di competenza “Geome-
tria”, era quello di stimolare una riflessione sulle proprieta strutturali della piramide e di indirizzare
gli allievi nella costruzione di un‘argomentazione basata su osservazioni geometriche. Per introdurre
I'argomento, ¢ stata proposta un‘attivita iniziale (Allegato 5a) in cui gli allievi, suddivisi in gruppi, dove-
vano confrontarsi su alcune affermazioni relative alla piramide (ad esempio, «Tutte le piramidi hanno
la faccia caratterizzante quadrata») senza avere a disposizione riferimenti teorici o rappresentazioni
grafiche. Attraverso le proprie immagini mentali, gli allievi erano chiamati a esprimere il proprio ac-
cordo o disaccordo, motivando le proprie idee in maniera accurata. Di seguito, una discussione con il
gruppo classe ha consentito di approfondire elementi importanti della piramide come la faccia carat-
terizzante, gli spigoli, i vertici ecc. In un secondo momento e stata proposta l'attivita di argomenta-
zione (Figura 14, Allegato 5b), molto simile a quelle precedenti: gli allievi, questa volta individualmente,
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dovevano prendere posizione rispetto a un‘affermazione relativa alla piramide e costruire un‘argo-
mentazione scritta coerente con la propria opinione.

Piramidi.. facce, spigoli e vertici &/

Leggi attentamente la frase seguente: ritieni che sia vera oppure falsa? Giustifica la tua risposta
argomentando |'affermazione e, se necessario, aiutati con dei disegni.

Se si raddoppiano il numero di lati della base di una piramide,

allora si raddoppiano anche il numero di facce, spigoli e vertici.

Figura 14. Consegna relativa all'attivita 4.

Lavoro con la rubrica valutativa e feedback sull‘attivita. La modalita di lavoro con la rubrica valutativa
& stata del tutto simile a quella proposta nelle attivita precedenti. In aggiunta, al termine dell‘attivita
sulle piramidi, agli allievi e stato chiesto di svolgere un’autovalutazione compilando personalmente il
grafico a ragnatela, riflettendo sulla qualita del proprio elaborato e sul livello di padronanza raggiunto
per ciascun criterio.

Di seqguito si propone un esempio di argomentazione prodotta (Figura 15) con il relativo feedback for-
nito sia in forma scritta (Figura 16) sia attraverso il grafico a ragnatela evolutivo (Figura 17), in cui manca
il criterio “Calcoli” perché non considerati nell‘attivita 4 (come spiegato nel par. 4.7).

NoN & corre We., percké e piramcti  haano
Sempre | verh cicb bidk besi +4 olello Puntos
Quindh oo Sy possono radoppiene. Invece \ Speyo\
S\ possend Y‘qu)ptc\rg? e  focce Ao, perche

Soas W "h’\kﬂ%@h (lek\ 44 ()'L,Qa(.‘. Aelle beso.

{ Spl‘fj\)b
7 focce + bose = & 8 focce + base= G
B lok — 6, It
QI eries & |6\ Pur\%’&; Y 0 wertic
N L l! - . 2
LConl lesenpo | s S oofare  che | redopoiando
le foece = 1 Vi Sl miVad non.| | S\ rc:ck)ﬁo 1&AO,
SOl 1y Leta ol S chventeno AS

Figura 15. Un esempio di argomentazione prodotta nell‘attivita 4.
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Hai strutturato un’affermazione chiara e precisa, collegando correttamente i concetti
di facce, spigoli e vertici. Le tue premesse sono ben formulate, esplicitando la
relazione tra il numero di lati della base e il comportamento degli altri elementi della
piramide. Inoltre, hai fornito un esempio numerico concreto che supporta e rende
ancora piu chiaro il tuo ragionamento. L'uso dei termini matematici & pit che buono,

e il ragionamento & coerente € ben organizzato.

La tua argomentazione & gid ben sviluppata, ma potresti ulteriormente approfondire
la giustificazione del motivo per cui le facce e i vertici non raddoppiano. Sebbene sia
chiaro che il numero di lati della base influenzi le facce e i vertici, potrebbe essere
interessante dare una spiegazione ancora piu dettagliata su questo comportamento,

per rendere il ragionamento ancora pill completo.

Figura 16. Feedback relativo all’attivita 4 espresso in forma scritta

Chiarezza
4
Linguaggio .- 2 Pertinenza
r 2 !
i i
| '
' i [}
' i
' '
! 0 '
' '
Qrganizzazione 7 Correttezza
/
- /
S [}
S i
Coerenza Completezza
Teorema di Pitagora -+ Rapporto in scala Piramide

Figura 17. Feedback relativo all’attivita 4 espresso con grafico a ragnatela

4.6 Attivita 5 - Argomentazione sui social media

Descrizione dellattivita. La quinta attivita, relativa all'ambito di competenza “Probabilita e statistica”,
ha proposto una riflessione argomentativa a partire da una tematica di attualita — il divieto dei social
media ai minori di 16 anni — con lo scopo di favorire una presa di posizione consapevole, sostenuta da
un ragionamento coerente e dall'interpretazione di dati statistici. In un primo momento e stato pre-
sentato il caso dell’Australia, dove & stata introdotta una misura legislativa che proibisce ai minori di
16 anni l'accesso ai social media. Dopo la lettura di un articolo (Allegato 6a), e stata aperta una discus-
sione collettiva per raccogliere le prime opinioni sulla questione. Successivamente, sono stati mostrati
agli allievi alcuni dati statistici sull’utilizzo dei social media da parte dei giovani svizzeritrai 12 e i 19
anni, questa volta tratti dallo studio JAMES del 2024 (Kulling-Knecht et al., 2024, Allegato 6b): questi
elementi hanno permesso di avviare una nuova riflessione pit ampia sulla possibilita di introdurre un
divieto simile anche in Svizzera. Alla luce di queste informazioni, & stato chiesto agli allievi di produrre
individualmente un’argomentazione scritta in cui esprimere il proprio punto di vista, motivandolo
attraverso dati, osservazioni e collegamenti logici (Allegato 60).

Lavoro con la rubrica valutativa. Nell'ultima attivita proposta la rubrica valutativa é stata utilizzata

esclusivamente come strumento di autovalutazione: agli allievi e stato chiesto di analizzare la propria
argomentazione e di rappresentare il livello di competenza raggiunto nei diversi criteri attraverso la
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compilazione del grafico a ragnatela.

4.7 Attivazione dei criteri della rubrica valutativa

Nel corso del percorso la rubrica valutativa é stata applicata in modo flessibile, selezionando i criteri
piu rilevanti rispetto alle caratteristiche e agli obiettivi delle singole attivita proposte. Nella Tabella 2
sono indicati, per ogni attivita, i criteri utilizzati.

Attivita 1 Attivita 2 Attivita 3 Attivita 4 Attivita 5

Affermazione Chiarezza X X X X
Pertinenza X X X X X
Premesse Correttezza X X X X X
Completezza X X X X X
Coerenza X X X X X
Organizzazione X X X X X
Ragionamento
Linguaggio X X X
Calcoli X X

Tabella 2. Tabella riassuntiva relativa all’attivazione dei criteri per attivita

Tra i criteri definiti nella rubrica valutativa, alcuni non sono stati attivati in maniera generalizzata. In
particolare, il criterio relativo all’'uso del linguaggio e stato considerato sono nella seconda, nella terza
e nella quarta attivita, in cui la precisione e la coerenza dei termini matematici rivestivano un ruolo
significativo nella costruzione dell'argomentazione. Allo stesso modo, il criterio riferito all’'accuratezza
nell’esecuzione dei calcoli e stato attivato solamente nella seconda e nella terza attivita, in quanto
erano le uniche in cui era richiesto un vero e proprio procedimento matematico.

Va inoltre sottolineato che il criterio relativo alla chiarezza dell’affermazione, nonostante sia un ele-
mento centrale nella struttura argomentativa, non é stato attivato nella prima attivita. La struttura
del compito, infatti, non richiedeva necessariamente una formulazione esplicita del proprio punto di
vista, ma si concentrava sullo sviluppo del ragionamento a partire da premesse coerenti. In questo
contesto, la valutazione dell'affermazione non avrebbe rappresentato un indicatore affidabile della
competenza, rischiando di sfavorire produzioni valide solo per I'assenza di una riformulazione esplicita
della propria opinione.

Gli altri criteri specifici, ossia quelli relativi alle premesse, alla coerenza e all’'organizzazione del ragio-
namento, sono stati attivati trasversalmente in tutte le attivita proposte, in quanto ritenuti elementi
fondamentali per valutare la qualita di un‘argomentazione.

5 Valutazione delle argomentazioni

Per mostrare in modo concreto il funzionamento della rubrica in fase valutativa, vengono analizzati in
modo approfondito due criteri: la chiarezza dell'affermazione, che nel corso del percorso ha eviden-
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ziato un miglioramento, e la correttezza delle premesse, che ha invece mostrato difficolta persistenti.
L'intento non & quello di fornire un‘analisi esaustiva di tutte le produzioni, ma di mostrare come la
rubrica abbia consentito di leggere le argomentazioni degli allievi, mettendone in evidenza punti di
forza e criticita. Un'analisi approfondita degli elaborati degli allievi, articolata su tutti i criteri della
rubrica, e sviluppata nel lavoro di tesi (Tipura, 2025).

5.1 Chiarezza dell’affermazione

Il criterio della chiarezza valuta la capacita dell’allievo di formulare in modo esplicito e preciso la pro-
pria posizione rispetto alla situazione. Un‘affermazione chiara costituisce la base dell'argomentazione,
poiché rende comprensibile il punto di vista espresso e orienta il successivo sviluppo del ragionamento.
L'analisi delle produzioni mostra che in alcuni casi le affermazioni risultano comprensibili solo in modo
parziale. In diversi elaborati emergono formulazioni poco lineari, imprecisioni linguistiche o ambiguita
terminologiche che rendono meno chiaro il contenuto del messaggio, pur in presenza di un‘idea di
fondo pertinente rispetto al contesto. In questi casi, la difficolta non risiede tanto nella comprensione
della situazione matematica, quanto nella capacita di tradurre il proprio pensiero in un‘affermazione
esplicita e ben formulata.

Queste differenze nella qualita delle affermazioni sono state rese visibili e distinguibili attraverso i
descrittori di livello della rubrica. Per illustrare come il criterio sia stato applicato in concreto, si ripor-
tano di sequito le definizioni di ciascun livello di padronanza insieme a un esempio per ciascun livello.

— Livello avanzato: I'affermazione risulta pienamente comprensibile e direttamente collegata al con-
testo proposto; il punto di vista € espresso con chiarezza e non pud essere frainteso. Nell'esempio
riportato in Figura 18 lallievo esplicita con chiarezza e precisione il proprio punto di vista, formu-
lando un'affermazione coerente con il contesto (la cannuccia & posizionata come la diagonale del
parallelepipedo) e che non puo essere fraintesa (e esplicitata I'unita di misura).
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Figura 18. Manifestazione del criterio chiarezza (livello avanzato) in un’argomentazione relativa all’attivita 2.

— Livello buono: I'affermazione & nel complesso comprensibile e pertinente, ma presenta alcune im-
precisioni che ne riducono la chiarezza. L'esempio in Figura 19 mostra come la formulazione della
frase non sia del tutto corretta, in quanto fa riferimento ad «altezze» e «larghezze» al plurale, pur
descrivendo le dimensioni di un unico oggetto. Malgrado queste imprecisioni linguistiche, I'affer-
mazione permette di cogliere con precisione il punto di vista dellallieva e risulta coerente con il
contesto proposto.
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Figura 19. Manifestazione del criterio chiarezza (livello buono) in un’argomentazione relativa all’attivita 3.
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— Livello discreto: I'affermazione & solo in parte comprensibile; I'idea di base pud essere intuita, ma |'u-
so di espressioni poco chiare e una formulazione poco strutturata generano ambiguita e confusione.
L'esempio proposto in Figura 20 presenta un'idea di base corretta con la situazione, ma I'utilizzo di
espressioni poco chiare — come «raddoppiare una piramide» — limitano la chiarezza del messaggio.
Anche la parte finale della frase, riferita agli spigoli, non chiarisce il concetto e contribuisce a gene-
rare confusione. L'idea di fondo pud essere intuita, ma il livello di chiarezza rimane limitato.
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Figura 20. Manifestazione del criterio chiarezza (livello discreto) in un’argomentazione relativa allattivita 4

— Livello base: I'affermazione risulta poco chiara, confusa oppure non coerente con la consegna; in
questi casi non emerge una presa di posizione leggibile rispetto al compito proposto. L'afferma-
zione, riportata in Figura 21, appare corretta da un punto di vista concettuale, ma non si riferisce
alla situazione specifica dell’attivita. Lallieva non formula una presa di posizione coerente rispetto
alla consegna, rendendo difficile attribuire un livello di padronanza sulla base del criterio della
chiarezza.
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Figura 21. Manifestazione del criterio chiarezza (livello base) in un’argomentazione relativa all’attivita 2

Il confronto tra esempi appartenenti a livelli di padronanza differenti permette di cogliere in modo
concreto le principali difficolta legate alla formulazione dell'affermazione, in particolare la mancata
presa di posizione esplicita, 'uso di formulazioni vaghe o poco mirate rispetto alla consegna e la
tendenza a descrivere un procedimento senza esplicitare I'idea che si intende sostenere. Tali elementi
permettono di distinguere tra affermazioni solo parzialmente comprensibili e affermazioni formulate
in modo chiaro ed efficace.

Osservando I'andamento del criterio lungo il percorso, si nota tuttavia un’evoluzione significativa. Nel
corso delle attivita, e in particolare in quelle di carattere geometrico, le affermazioni risultano pro-
gressivamente pill precise, mirate e coerenti con la consegna. Gli allievi tendono a esplicitare meglio
la propria posizione, riducendo ambiguita e formulazioni generiche.

Un confronto tra le argomentazioni (Figura 22a, b) della stessa allieva in momenti diversi del percorso
permette di mettere in luce alcuni cambiamenti nella formulazione dell’affermazione. Nella seconda
attivita, relativa al teorema di Pitagora, I'affermazione non risponde in modo diretto alla consegna
(Figura 22a): I'allieva descrive un procedimento per individuare una diagonale, ma non prende posizio-
ne rispetto alla domanda posta, che richiedeva di stabilire quale lunghezza deve avere una cannuccia
per entrare nella scatola. Nella quarta attivita, inerente alle caratteristiche della piramide, I'afferma-
zione risulta pit mirata e pertinente (Figura 22b): I'allieva prende posizione in modo esplicito e indica
con precisione quale aspetto non ritiene corretto. Il confronto tra queste due produzioni evidenzia
un miglioramento nelle capacita di formulare un’affermazione chiara e direttamente collegata alla
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Figura 22. Confronto delle produzioni di un‘allieva: a) Argomentazione relativa all"attivita 2; b) Argomentazione relativa all’attivita 4.

Questo sviluppo é stato sostenuto anche dall’utilizzo della rubrica valutativa come strumento di riferi-
mento per gli allievi. Il confronto tra il proprio elaborato, i feedback ricevuti e i criteri della rubrica ha
permesso di rendere piu esplicite ed evidenti le aspettative relative alla formulazione dell’affermazio-
ne e di individuare gli aspetti da rendere piu precisi. In questo modo, la rubrica non ha avuto solo una
funzione descrittiva, ma ha orientato maggiormente gli allievi nella formulazione dell’affermazione.

5.2 Correttezza delle premesse

Il criterio della correttezza delle premesse valuta la capacita dell‘allievo di utilizzare informazioni ma-
tematicamente corrette e concettualmente adeguate a sostenere la propria affermazione. Premesse
corrette presuppongono una comprensione appropriata dei concetti matematici coinvolti e un loro
uso coerente rispetto alla situazione proposta.

L'analisi delle produzioni mostra che questo criterio rappresenta una delle principali difficolta in-
contrate dagli allievi nel corso del percorso. In diversi elaborati emergono imprecisioni concettuali,
confusioni tra oggetti matematici diversi o riferimenti incompleti a proprieta e relazioni rilevanti. In
questi casi, anche quando l'affermazione risulta comprensibile, la presenza di premesse scorrette o
formulate in modo approssimativo compromette la solidita dell'argomentazione.

Queste differenze nella qualita delle premesse sono state rese visibili e distinguibili attraverso i descrit-
tori di livello della rubrica. Per illustrare come il criterio sia stato applicato in concreto, si riportano di
seguito esempi rappresentativi per ciascun livello di padronanza.

— Livello avanzato: le premesse risultano corrette e formulate in modo preciso, vengono utilizzati
concetti e proprieta matematiche adeguati, che sono collegati in modo coerente alla situazione
proposta. Nell’'esempio riportato in Figura 23, l'allievo seleziona due dati numerici relativi alle at-
tivita svolte dai ragazzi e li confronta correttamente per sostenere la propria opinione. L'utilizzo
del simbolo matematico “>", insieme alla distinzione delle attivita, dimostra una comprensione
accurata dei dati e una corretta interpretazione.
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Figura 23. Manifestazione del criterio correttezza (livello avanzato) in un’argomentazione relativa allattivita 1

— Livello buono: le premesse sono nel complesso corrette, ma presentano alcune imprecisioni che
ne riducono la precisione concettuale (ad esempio, formulazioni approssimative o mancanza di
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specificazioni necessarie). La Figura 24 mostra come l'allievo conosca il concetto di rapporto in
scala, ma lo esprime in modo approssimativo e non del tutto corretto («rapporto in scala & 50»);
inoltre, non specifica I'unita di misura a cui fa riferimento. Nonostante il significato complessivo sia
comprensibile, questi elementi ne riducono la precisione.
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Figura 24. Manifestazione del criterio correttezza (livello buono) in un’argomentazione relativa all’attivita 3.

Livello discreto: le premesse risultano solo in parte corrette; emergono imprecisioni concettuali o
ambiguita che indeboliscono la giustificazione e rendono meno solido il collegamento con I'affer-
mazione. Nella Figura 25 si nota come l'allieva faccia riferimento alla diagonale di un rettangolo,
generando una certa ambiguita rispetto al solido in considerazione (parallelepipedo). Inoltre, I'e-
spressione «si formano due angoli retti» & imprecisa e puo essere facilmente fraintesa: potrebbe
derivare da una confusione con la presenza di due triangoli rettangoli o dall'idea errata che la
diagonale generi due angoli retti. Oltretutto, manca una giustificazione esplicita che colleghi la
situazione all'applicazione del teorema di Pitagora. Linsieme di queste imprecisioni limitano la
validita delle premesse.
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Figura 25. Manifestazione del criterio correttezza (livello discreto) in un’argomentazione relativa all’attivita 2.

— Livello base: le premesse risultano scorrette o non adeguate alla situazione. In questi casi le infor-

mazioni utilizzate non sono matematicamente valide oppure non sostengono in modo coerente
I'affermazione proposta. Nella Figura 26 € possibile notare come I'allievo individui correttamente
le misure del modello e riconosca la necessita di utilizzare il rapporto in scala per determinare le
grandezze reali. Tuttavia, non spiega quali sono le implicazioni del rapporto in scala e come debba
essere utilizzato. L'assenza di riferimenti concettuali validi rende le premesse poco affidabili per lo
sviluppo di un‘argomentazione.
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Figura 26. Manifestazione del criterio correttezza (livello base) in un’argomentazione relativa allattivita 3

DdM 2026 (19), 179-201 198



La rubrica valutativa come strumento di osservazione e sviluppo di competenze argomentative in matematica / Sara Tipura

Il confronto tra esempi appartenenti a livelli di padronanza differenti permette di evidenziare come, in
questo criterio, le difficolta non riguardino soltanto la formulazione, ma soprattutto la comprensione
e I'uso corretto dei concetti matematici coinvolti.

Osservando I'andamento del criterio lungo il percorso, non si rileva un miglioramento altrettanto
marcato rispetto a quanto osservato per la chiarezza dell’affermazione. Le difficolta legate alla cor-
rettezza delle premesse tendono a persistere nel tempo, in particolare nelle attivita piu aperte, in cui
é richiesto di selezionare e utilizzare informazioni matematiche pertinenti senza fare riferimento a
procedure consolidate. Un esempio di questa complicazione emerge dall'argomentazione svolta da
un‘allieva nell’'ultima attivita proposta (Figura 27): viene formulata un‘affermazione chiara e pertinente
rispetto alla consegna, accompagnata da una presa di posizione esplicita. Tuttavia, le premesse a so-
stegno dell'affermazione non fanno riferimento ai dati quantitativi forniti, ma si basano su considera-
zioni generali sull’'uso dei social media nella fascia d'eta considerata. L'assenza di un richiamo esplicito
alle informazioni statistiche a disposizione riduce la solidita delle premesse.
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Figura 27. Premesse esposte da un’allieva nell’ultima attivita proposta

Questo andamento suggerisce che la correttezza delle premesse rappresenta un criterio piu com-
plesso, anche perché le premesse sono legate a contenuti matematici diversi che possono essere
stati appresi dallo stesso allievo con gradi di profondita anche molto differenti. La rubrica ha tuttavia
permesso di rendere esplicito questo aspetto critico, offrendo agli allievi un riferimento chiaro per
riconoscere la necessita di costruire premesse piu solide attraverso informazioni adeguate.

6 Bilancio dell’esperienza

L'analisi delle argomentazioni prodotte nelle cinque attivita aveva come obiettivo principale di verifi-
care in che misura la rubrica valutativa risultasse applicabile in contesti matematici differenti. La pos-
sibilita di utilizzarla in attivita diverse ha permesso di verificarne I'applicabilita e di evidenziare come
i criteri proposti siano in grado di cogliere aspetti distintivi della qualita dell'argomentazione. Piu che
descrivere nel dettaglio i livelli di padronanza raggiunti dagli allievi, I'attenzione si &€ concentrata sulla
capacita dello strumento di supportare gli allievi nella produzione di argomentazioni.

La varieta delle attivita proposte ha permesso di mettere alla prova la rubrica in compiti pit 0 meno
guidati, legati a dati forniti, a conoscenze geometriche o a situazioni piu aperte e interpretative. In
questo senso, I'analisi dei criteri presentata nel capitolo precedente mostra come lo strumento con-
senta di cogliere sia aspetti che evolvono nel tempo, come la chiarezza dell’affermazione, sia difficolta
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pil persistenti, come la correttezza delle premesse.

Nel complesso, i risultati descritti suggeriscono che la rubrica possiede una struttura sufficientemente
solida e flessibile per essere utilizzata in attivita con livelli di complessita diversi, confermando il suo
potenziale come strumento di osservazione della competenza argomentativa. Infatti, la rubrica e
stata impiegata in ambiti matematici diversi e in fasi del lavoro differenti — dall’introduzione di nuovi
concetti alla loro applicazione — permettendo di osservare I'argomentazione in situazioni eterogenee.
L'esperienza descritta mostra inoltre come I'introduzione di una rubrica valutativa possa rappresen-
tare un valido supporto per rendere piu consapevole il processo di argomentazione in matematica,
come mostrano gli esempi di proposte dei singoli allievi analizzati nel paragrafo precedente che evi-
denziano cambiamenti e criticita nella costruzione dell'argomentazione.

La rubrica, infatti, non svolge soltanto una funzione valutativa, ma puo diventare uno strumento di-
dattico a tutti gli effetti e di supporto allo sviluppo di competenze argomentative: sostiene gli allievi
a orientarsi nella costruzione del ragionamento, facilita la comprensione del feedback e permette di
confrontare il risultato delle attivita svolte nel tempo. Limpiego del grafico a ragnatela, in particolare,
ha reso immediata la lettura dei punti di forza e delle difficolta, contribuendo a rafforzare la dimen-
sione riflessiva del lavoro, soprattutto nei momenti di autovalutazione previsti nelle ultime attivita.
Nonostante alcuni criteri risultino piu sensibili al tipo di consegna e alle conoscenze matematiche, la
rubrica valutativa ha dimostrato di mantenere una buona coerenza e di offrirsi come struttura chiara
per la lettura delle argomentazioni. Questo consente di capire che uno strumento pensato con atten-
zione, calibrato sui bisogni degli allievi e costruito sulla base di un riferimento teorico, puo sostenere
la pratica didattica.

Inoltre, I'esperienza suggerisce che un uso regolare della rubrica, integrato con attivita di confronto e
discussione tra pari, potrebbe ulteriormente favorire la consapevolezza degli allievi rispetto al proprio
modo di argomentare e rendere ancora piu espliciti i passaggi logici che sottendono il ragionamento
matematico. La rubrica valutativa, nella sua forma attuale, rappresenta dunque una base promettente
per sviluppi futuri e per esplorare modalita piu strutturate di insegnamento e valutazione dell‘argo-
mentazione, in linea con le esigenze della scuola media e con le indicazioni del Piano di studio della
scuola dell’obbligo ticinese.
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Come docente di scuola elementare, conosco e utilizzo i materiali del progetto “MaMa - Matematica
per la scuola elementare” da diversi anni, integrandoli con altre risorse didattiche. Da aprile dell’anno
scorso sulla piattaforma del progetto (mama.edu.ti.ch) e stata resa disponibile una nuova tipologia
di materiali dal carattere molto innovativo, che ho provato subito a sperimentare con i miei allievi® di
prima e seconda elementare. Si tratta di giochi e di supporti digitali, che possono essere svolti e utiliz-
zati direttamente online, lavorando con tutta la classe sulla lavagna interattiva multimediale oppure
proponendoli agli allievi singolarmente o a coppie su un computer o un tablet. Per accedere a tali
materiali, nelle sezioni “Tutto”, “Giochi” e “Supporti” della sezione “Materiali didattici” & necessario
impostare il filtro “Tipologia di materiale” sull’'opzione “Digitale” o “Digitale e Cartaceo”.

La duplice modalita di utilizzo (cartaceo e digitale) dello stesso materiale rende questi nuovi materiali
una ricchezza unica nel genere.

Il supporto I castello dei numeri, ad esempio, pud essere usato come vero e proprio strumento didat-
tico in aula nella sua versione cartacea da far costruire ed utilizzare agli alunni, scegliendo la variante
pil adatta alla propria pratica didattica (0-99, 99-0, 1-100, 100-1). Allo stesso tempo, pud essere
aperto e usato online sulla lavagna interattiva multimediale per colorare, spostare, mostrare e na-
scondere le caselle numeriche. Il castello nella sua versione digitale diventa, inoltre, I'ambientazione
fantastica per due giochi digitali caratterizzati da una grafica accattivante e diversi livelli di difficolta
crescenti, sfidanti e motivanti: il Castello dei numeri - Fare ordine e il Castello dei numeri - |l tesoro
del re. Lavorare sull’'ordinamento dei numeri naturali entro il 100 e sulla loro scomposizione in unita e
decine risulta pit giocoso, sia per i bambini sia per la docente, immaginando cavalleresche avventure
all'interno delle varie stanze del castello.

1. Indipendentemente dal Paese in cui é stato realizzato il materiale recensito o a cui appartiene |'autore della recensione, in
questa sezione della rivista, per esigenze di uniformita, useremo le seguenti denominazioni: scuola dell'infanzia (allievi dai 3
ai 5 anni), scuola elementare (allievi dai 6 ai 10 anni), scuola media (allievi dagli 11 ai 14 anni), scuola media superiore (allievi
dai 15 ai 18 anni).

2. I genere maschile viene usato in questa sezione della rivista per designare persone, indipendentemente dal genere.
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Questi nuovi materiali didattici per uso digitale, inoltre, possono uscire dall’aula vera e propria: trat-
tandosi di materiali gratuiti reperibili online, infatti, gli alunni hanno la possibilita di giocare anche a
casa con le loro famiglie. Che cosa c’e di piu stimolante di sfidare i propri genitori (e spesso riuscire
anche a vincere!) per mostrare le abilita acquisite a scuola? | vantaggi di questa doppia modalita di
utilizzo sono molteplici: la condivisione con il mondo extrascolastico, e in particolare con il contesto
familiare, facilita il consolidamento in modo informale di cid che viene trattato in classe. Attraverso
il gioco Castello dei numeri - Il tesoro del re, ad esempio, sono spesso i genitori stessi a rimanere
increduli nel vedere i propri figli cosi coinvolti nello svolgimento di calcoli di diversa difficolta, anche
a mente. L'errore non & visto come sconfitta: se si sbaglia a scegliere una stanza del castello, viene
esplicitata I'operazione da svolgere per trovare la stanza corretta e si ha tutto il tempo a disposizione
per riuscire a farlo.

Un'altra efficace risorsa da utilizzare in questa interessante dinamica tra scuola e famiglia, & il gioco
Forza 4 matematico: gli allievi si sfidano a coppie in una versione matematica del gioco classico, dove
abilita di calcolo e strategia la fanno da padrone per riuscire a vincere. Dopo essersi sfidati tra loro e aver
sfidato la maestra, la sfida continua a casa con i propri genitori e familiari. Con i giochi MaMa cambia
la prospettiva sull’'uso del digitale: i genitori sanno che il gioco e didattico, veicola un preciso tipo di
compito, che l'alunno & in grado di affrontare perché gia sperimentato a scuola con la maestra e i
compagni. Sono i genitori, per una volta, a lasciarsi guidare dai propri figli nel mondo della matematica.
Un ulteriore aspetto vantaggioso puo essere proprio quello della familiarita: gli alunni con maggiori
difficolta sono confortati dal ritrovare nel mondo digitale cio di cui hanno avuto esperienza con la ma-
nipolazione concreta e viceversa. E il caso del gioco del Memory della simmetria: il classico memory
rivisitato in versione geometrica con immagini simmetriche, tagliate lungo I'asse di simmetria, da
ricomporre. Ispirandosi alla versione cartacea, la versione digitale propone livelli di difficolta crescenti
legati al tipo di simmetria (interna, esterna, interna ed esterna), alla tipologia di immagini (figure
reali o astratte, insetti, farfalle), al numero di carte (12, 24, 28) e alla loro disposizione, fino al livello
difficilissimo con 20 carte in disordine. Questo gioco pensato per un minimo di 2 giocatori & ideale
da far sperimentare nella sua versione digitale a coppie con I'utilizzo di un tablet: le dimensioni sono
proporzionate, i comandi semplici e, anche qui, il gioco é familiare. Grazie al feedback tecnologico,
ossia di fronte a coppie di carte che non si trasferiscono nel mucchietto del giocatore, ma si rigirano a
faccia in gili per essere rigiocate, le domande degli alunni giocatori sorgono spontanee: «Perché que-
ste due figure non si abbinano?», «Mi sembravano uguali e invece no: in che cosa erano diverse?».
L'osservazione, in modo specifico nella sezione farfalle, risulta particolarmente complessa: le immagi-
ni sembrano simmetriche, ma spesso non lo sono! Passare poi alla versione cartacea, per poter con-
frontare “con le mani”, come dicono i bambini, queste immagini complesse e articolate, e scoprire
dove si trova I'asse di simmetria (ma soprattutto perché si & perso contro il compagno durante quella
partita!) & consigliatissimo. In questo modo il gioco digitale introduce I'argomento da focalizzare e il
gioco cartaceo ne permette I'analisi. Il percorso si pud poi concludere con una vera e propria prova
di competenza: perché non creare le “carte simmetriche della classe” per poter continuare a giocare
con nuovi mazzi inediti? Il gioco cartaceo Memory della simmetria, infatti, come la maggior parte dei
giochi MaMa, presenta tra gli allegati carte memory vuote editabili, pronte per essere personalizzate
in aula. Chissa, forse il team MaMa sta gia pensando anche a una versione del gioco digitale da poter
personalizzare?

Questi materiali, insomma, permettono davvero un’efficace integrazione fra digitale e cartaceo: per
poter consolidare, ma anche introdurre argomenti matematici in diversi ambiti di contenuto. A tal
proposito, sono disponibili anche altri materiali digitali, oltre a quelli qui esaminati, come La corsa
dei cavalli, il Memory delle tabelline e gli Orologi didattici, che appaiono stimolanti e promettenti per
lavorare su temi come la probabilita, la moltiplicazione e le misure di tempo. Sara molto interessante
sperimentarli con i miei allievi quando saranno pilu grandi, per proseguire con questa bella esperienza
tra cartaceo e digitale, tra scuola e casa.
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| materiali digitali MaMa rappresentano una boccata d’aria innovativa per gli insegnanti di scuola
elementare, i quali hanno cosi la possibilita di integrare nella pratica didattica, giorno dopo giorno, il
mondo digitale, che tanto spaventa ed allo stesso tempo affascina.

Anna Maria Brunero

Scuola primaria “Federico Sclopis”,
Istituto Comprensivo “Pacchiotti — Via Revel” di Torino, Italia
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Sobel, D. (2017). Longitudine: Come un genio solitario cambio la storia della navigazione. Rizzoli.

LE SCOPERTE - LE INVENZIONI

DAVA SOBEL"

LONGITUDINE

COME UN GENIO
.. SOLITARIO
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#

Longitudine di Dava Sobel & un breve saggio narrativo che ricostruisce il tentativo di risolvere il pro-
blema della determinazione della longitudine durante la navigazione in mare. La longitudine richiede,
infatti, di mettere in relazione spazio e tempo, confrontando I'ora locale con quella di un meridiano
di riferimento: questo aspetto, apparentemente semplice, nasconde difficolta tecniche che hanno
richiesto un grandissimo lavoro, sia teorico, matematico e astronomico, sia tecnico, legato all’inven-
zione di orologi capaci di resistere alle intemperie e all’'umidita del mare senza perdere precisione.
Il libro si sviluppa intorno alla storia di John Harrison, orologiaio inglese del Settecento che ebbe un
ruolo chiave nella risoluzione di tale questione.

L'autrice richiama fin dalle prime pagine alcune conseguenze degli errori nella determinazione della
longitudine nella navigazione oceanica e si sofferma sul naufragio del 1707 presso le isole Scilly, do-
vuto a un errore di stima, come caso esemplare della rilevanza pratica del problema. Ricostruisce poi
il contesto che porta, nel 1714, al Longitude Act emanato dal parlamento britannico, con cui viene
istituito un premio per una soluzione ritenuta “pratica e utile”. La questione della longitudine emerge
cosi fin dall‘inizio come problema insieme scientifico, tecnico e istituzionale.

Il volume si sviluppa poi attorno a due linee principali: da un lato i metodi astronomici, basati sull’os-
servazione del cielo e in particolare sulle distanze lunari; dall‘altro la soluzione meccanica perseguita
da Harrison, fondata sulla possibilita di trasportare nelle traversate in mare I'ora del porto di partenza
tramite un orologio sufficientemente preciso. Il testo mostra anche che la soluzione del problema
della longitudine non dipese solo dall'invenzione di Harrison: vengono messe in evidenza, infatti, le
difficolta incontrate da un costruttore esterno ai circuiti accademici nel vedere riconosciuto il proprio
lavoro. Le pagine dedicate alla Commissione per la Longitudine e a Nevil Maskelyne, astronomo e
“antieroe” del libro, mostrano chiaramente come il riconoscimento di uno specifico metodo di de-
terminazione della longitudine non potesse prescindere dal ruolo delle istituzioni e dai criteri con cui
esse stabilivano che cosa fosse da considerare affidabile e accettabile.

Nel contesto scolastico, il libro risulta interessante soprattutto perché consente di collocare in una
cornice storica concreta il sistema di coordinate geografiche, la relazione fra rotazione terrestre e
misura del tempo, la conversione tra differenze orarie e differenze angolari, oltre al tema dell’errore
di misura. In guesto senso, puo offrire una contestualizzazione efficace per attivita didattiche sul
tema della longitudine, non tanto per I'approfondimento matematico in sé, quanto piuttosto perché
restituisce il problema nella sua complessita storica, tecnica e scientifica.
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Sul piano della scrittura si privilegiano la chiarezza e la scorrevolezza narrativa. La prosa rimane ge-
neralmente ordinata e accessibile, anche se non sempre particolarmente incisiva, restando pero ben
sostenuta dall’interesse della vicenda storica. Ne risulta un testo piacevole, capace di introdurre in
modo efficace una questione centrale per la storia della navigazione e della misura.

Marzia Garzetti

Dipartimento formazione e apprendimento / Alta scuola pedagogica
SUPSI, Svizzera
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Tozzi, L., & Sbaragli, S. (2026). StellA, un’extraterrestre in matematica. E se la tua compagna di
classe venisse da un altro pianeta? Editoriale Scienza.

LUCA TOZZ! - SILVIA SBARAGLI

E SE LA TUA COMPAGNA Dt CLASSE oy
VENISSE DA UN ALTRO PIANETA? SCIENZA

«La matematica propone modi di pensare e di agire, situazioni e linguaggi che oggi incidono
profondamente su tutte le dimensioni della vita quotidiana, sia individuale sia collettiva, consen-
tendo di interpretare e valutare in modo critico le informazioni sempre pill numerose e complesse
offerte dalla societa e di esercitare la propria appartenenza alla cittadinanza attraverso decisioni
coscienti e motivate.
Nella scuola, la matematica e chiamata a fornire le risorse necessarie per affrontare con successo
situazioni sia concrete, attinenti alla vita quotidiana, sia piu astratte, attraverso la capacita di de-
scrivere scientificamente il mondo tramite la matematizzazione e la modellizzazione dei fenomeni
che lo caratterizzano».

(Dipartimento dell’educazione, della cultura e dello sport [DECS], 2022, p. 129)

Con questi due paragrafi si apre il capitolo dedicato all’area matematica del Piano di studio della
scuola dell’obbligo ticinese, alla cui elaborazione Silvia Sbaragli ha lavorato a lungo e con grande
impegno. Non sorprende quindi che abbia ora scelto di dedicarsi a questo esercizio letterario scritto
a quattro mani con Luca Tozzi: I'intento e incuriosire, sorprendere e raccontare, con leggerezza ma
anche con rigore, la sua amata disciplina, la matematica.

Appassionare alla lettura e far comprendere concetti matematici sono due tra le finalita che oggi
impegnano di piu i docenti di scuola elementare. Per i bambini la lettura & un’attivita talvolta fa-
ticosa, vista da alcuni come un obbligo noioso che entra sempre pil spesso in competizione con
stimoli visivi ben pit accattivanti forniti da tablet, cellulari o altri canali. In secondo luogo, la mate-
matica é spesso ritenuta difficile, accessibile solo ai “cervelloni” e queste convinzioni condizionano
le idee dei bambini e delle bambine di “non riuscire”, di non essere in grado di capire. In tutto
cio i docenti sono i facilitatori, i traghettatori delle loro alunne e alunni verso la comprensione e
I'apprendimento.
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Come docente di scuola elementare, sono sempre alla ricerca di testi coinvolgenti, vicini all’esperienza
delle bambine e dei bambini, che mostrino la matematica come una disciplina presente in molti aspetti
della vita quotidiana: qualcosa che si pud comprendere, che puo anche divertire e le cui difficolta pos-
sono diventare sfide stimolanti da affrontare insieme e superare. Per questo, in classe, mi piace creare si-
tuazioni coinvolgenti, giochi, percorsi, problemi, ed esercizi non sempre facili, ma comunque stimolanti.
Le avventure di StellA, la bambina extraterrestre protagonista della storia, ha il merito di unire narrati-
va e contenuti disciplinari, accompagnando i piccoli lettori nel mondo della matematica secondo una
prospettiva originale. L'introduzione di elementi fantastici come il gatto SmufficchiO dotato di super-
poteri, I'astronave del papa, i trans-ciondoli (che permettono di comunicare nella lingua dei terrestri)
consente di immergersi in un mondo pieno di sorprese ulteriormente arricchito dalle illustrazioni di
Francesca Carabelli che, col suo lavoro, rende questo libro accattivante tanto quanto i migliori cartoni
animati contemporanei.

La storia & formata da 4 capitoli (ognuno incentrato su un argomento matematico specifico) e
ogni capitolo ¢ diviso in due parti: la prima ambientata in classe e la seconda fuori dalla scuola,
per sottolineare il fatto che la matematica non € solo una materia scolastica, ma una realta ben
presente nella vita di tutti. | temi trattati vanno dalle frazioni, all’orientamento delle figure sul piano
e a quello dei solidi nello spazio, al concetto di altezza fino al rapporto fra area e perimetro. E ogni
volta si cerca di fare luce su quelle misconcezioni che, nella scuola di tutti giorni, confondono tanto
le allieve e gli allievi quanto gli insegnanti e non di rado finiscono persino nei libri di testo adottati
negli istituti.

StellA, che ha sempre uno sguardo lucido sulle cose, spiega i concetti in modo puntuale senza es-
sere saccente, con un linguaggio chiaro e diretto. Ogni contesto diventa cosi un’occasione per fare
chiarezza: in questo modo si puo ragionare sulle frazioni tanto a scuola quanto a casa di un amico,
davanti a una tavoletta di cioccolato da 35 quadretti da dividere in quattro. Lo stesso dicasi per le
figure geometriche che non cambiano in base alla posizione che assumono; dunque, anche una
piramide rigirata “a testa in giu” rimarra pur sempre una piramide e poco male se, per convincere
la classe, StellA dovra ricorrere ai superpoteri del suo gatto fucsia facendo levitare in aria un com-
pagno polemico e saccente. StellA si ritrova anche a confutare il libro di testo e la spiegazione dalla
maestra: un trapezio non ha una sola altezza (quella usata per calcolare I'area) ma quattro, una per
ogni lato. In questo caso si sottolinea I'importanza del senso critico che “autorizza” le allieve e gli
allievi a mettere in discussione le teorie, quando queste sollevano dubbi e interrogativi. Ancora, i
rapporti fra aree e perimetri, ultimo concetto di matematica trattato, vengono spiegati partendo
da situazioni quotidiane: recintare un orto e posizionare piu persone a tavola senza avere tavoli da
aggiungere.

Questo originale approccio conferma quanto dichiarato nell’incipit del Piano di studio citato: la ma-
tematica € una scienza fondamentale, indispensabile per interpretare e comprendere il mondo che ci
circonda e ci accompagna ovungue: quando si fa la spesa, quando si cucina, quando si & nel traffico,
quando si cerca di far quadrare il bilancio familiare o quando si prepara un dolce.

Ma StellA, un’extraterrestre in matematica non & solo un libro sulla matematica. La storia, portata
avanti da un gruppo di amici affiatati, coinvolge il lettore fino a un divertente e inaspettato finale che
sottolinea il valore profondo dell’amicizia.

In conclusione, sarebbe riduttivo definire questo testo una semplice favola per bambini. La storia
rappresenta piuttosto uno strumento prezioso anche per i docenti: & scritta in modo piacevole e
scorrevole e contiene vere e proprie lezioni di matematica, chiare e accessibili, oltre a offrire spunti
per attivita da proporre in classe. Il tutto & arricchito da una preziosa appendice, accessibile tramite
QR code, che approfondisce i temi affrontati nel racconto.

Al termine della lettura, le lettrici e i lettori avranno trascorso alcune ore piacevoli e divertenti, ma
avranno anche imparato qualcosa. E chissa: possiamo solo augurarci che le avventure di StellA abbia-
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no un seguito. Sarebbe bello lasciarsi sorprendere ancora dagli autori, abili nel guidare con leggerez-
za i loro giovani — e meno giovani — lettori nei territori extraterrestri della matematica.

Anna Zaninelli
Gruppo Matematicando

Dipartimento formazione e apprendimento / Alta scuola pedagogica
SUPSI, Svizzera
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Ragazze che amano la matematica

Alberto Saracco
Dipartimento di Scienze Matematiche, Fisiche e Informatiche, Universita di Parma — Italia

Introduzione

Il 12 maggio e la “Giornata internazionale delle donne in matematica”. La data e stata scelta per
onorare la memoria di Maryam Mirzakhani, matematica iraniana prematuramente scomparsa a soli
40 anni, prima donna ad essere insignita della medaglia Fields.

Per onorare il tema e la memoria della grande matematica vorrei recensire due bei romanzi, molto
diversi tra loro, che raccontano di due giovani ragazze, molto diverse tra loro, alle prese con la mate-
matica, materia che amano.

Le due storie non possono essere pit diverse tra loro: Nombeko, protagonista de L'analfabeta che
sapeva contare, € una ragazza di colore nel Sud Africa dell’apartheid costretta dalla vita a crescere piu
velocemente di quanto dovrebbe fare una adolescente e sfrutta le sue innate doti matematiche per
sopravvivere in un ambiente ostile; Bethany, protagonista di Bethany alle Olimpiadi di matematica, &
una ragazza canadese alle prese con i normali problemi dell’adolescenza, difficolta con i coetanei e
con gli adulti, con un sogno che la fa andare avanti, rappresentare il Canada alle Olimpiadi Interna-
zionali della Matematica. Due storie di crescita personale, ambientate in periodi diversi e con stili di
racconto molto diversi tra loro, ma ugualmente affascinanti e soprattutto legate tra loro dalla passio-
ne per la matematica delle due protagoniste.

Jonasson, J. (2016). L'analfabeta che sapeva contare. Bompiani.

JONAS *
JONASSO

Jonas Jonasson, svedese, & un autore di romanzi surreali, pieni di un‘ironia nordica molto distante da quel-
la a cui siamo abituati noi italiani. Cosi non ci deve stupire troppo che L'analfabeta che sapeva contare
inizi raccontandoci di un evento alquanto improbabile: un’analfabeta sudafricana si ritrova rinchiusa in un
furgone per il trasporto delle patate con il re e il primo ministro svedesi. Questo fatto ha una probabilita
di accadere pari a 1 su 45 miliardi, 666 milioni, 212 mila e 810, secondo i calcoli della stessa analfabeta.
Come si & arrivati ad una situazione simile? Se siete estimatori del surreale, questo romanzo fa al caso
vostro: vi potrete immergere nelle oltre 350 pagine di un racconto infarcito di coincidenze incredibili
che serviranno a portare Nombeko, I'analfabeta in questione, all’interno del furgone con re e primo
ministro, e una bomba atomica. E anche a quel punto i colpi di scena non saranno affatto finiti.

La passione (e la competenza) nella matematica elementare della protagonista vuole raccontarci di
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come le abilita matematiche possano presentarsi anche nelle situazioni piu inaspettate (la storia di Ra-
manujan ci dice qualcosa?). Soprattutto, perd, le abilita matematiche di Nombeko servono per mettere
in luce la genialita della protagonista, che nel corso del romanzo, che attraversa svariati decenni della
sua vita, riuscira a sfruttare per compiere una serie di prodezze incredibili, una dopo I'altra. Per dirne
una, senza svelare troppo: riuscire ad imbrogliare ripetutamente due agenti del Mossad.

Le abilita aritmetiche di Nombeko appaiono immediatamente nella storia. A dieci anni, bambina lavo-
ratrice, stupisce il proprio superiore con un calcolo mentale ragionato:

«"Novantacinque per novantadue,” borbottd una volta il responsabile. “Dov’e la calcolatrice?”
" Ottomilasettecentoquaranta,” rispose Nombeko.
[...] “Come fai a saperlo?”
“Be’, penso che novantacinque & uguale a cento meno cinque, novantadue a cento meno otto,
se tu inverti e sottrai le due differenze per arrivare a cento, il risultato & sempre ottantasette. E
cinque volte otto fa quaranta. Ottantasettequaranta. Ottomilasettecentoquaranta».

(pp. 15-16)

In queste righe, Nombeko spiega alla perfezione il suo metodo di calcolo veloce; o perlomeno spiega
come fa il conto, non perché funziona. Riassunto grazie al calcolo algebrico, il metodo di Nombeko &
semplicemente questo:

(100 —a) x (100 - b) = 10'000 — 100 x (a + b) + ab = 100 x (100 —a - b) + ab.

Nel caso a e 1 siano sufficientemente piccoli (ovvero il loro prodotto sia inferiore a cento), il metodo illu-
strato da Nombeko di fare i due calcoli 100 —a - b e ab e giustapporre i risultati (a due cifre) funziona!
Come spesso capita nei romanzi, non si va a fondo nella matematica, ma trovo particolarmente inte-
ressante che qui la matematica venga vista come un superpotere per cambiare il proprio status sociale:
tramite molte peripezie Nombeko passa da bambina lavoratrice sfruttata nei sobborghi di Soweto ad
ambasciatrice ed esperta di rapporti internazionali. Ovviamente non ci riesce solo grazie alla matemati-
ca, ma alla sua genialita a tutto tondo (e all’'amore per il surreale di Jonasson).

Non vi svelo di piu. Se volete conoscere tutta la storia non vi resta che immergervi nella lettura, che
scorrera veloce e piacevole.

Hoshino, R. (2025). Bethany alla Olimpiadi di matematica. Scienza express.

RICHARD HOSHING

ALLE OLIMPIADI DI MATEMATICA

A sctoran
N

Se la matematica per Nombeko & semplicemente un indizio di una mente geniale e capace di pensare
fuori dagli schemi, per Bethany é tutta la sua vita.

La storia di Bethany alle Olimpiadi di matematica inizia quando la protagonista si siede in un’aula per
affrontare la fase nazionale delle Olimpiadi canadesi. Alle qualificazioni Bethany ha strappato il 50° e
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ultimo posto disponibile e ora deve puntare a un punteggio perfetto per avere la speranza di coronare
il suo sogno: far parte della squadra che rappresentera il Canada alle Olimpiadi Internazionali della
Matematica (IMO).

'autore del romanzo, Richard Hoshino, ha lui stesso fatto parte della rappresentativa canadese alle
IMO nel 1996 in India, ottenendo una medaglia d'argento. Quindi nessun dubbio che sappia di quello
di cui parla.

Appena dopo la breve introduzione, veniamo catapultati nel vivo delle competizioni olimpiche: ci viene
proposta la lista dei cinque problemi che Bethany dovra affrontare nelle successive tre ore. | problemi,
che spaziano dall‘algebra, alla teoria dei numeri, alla geometria e alla logica, sono tutti realmente tratti
dalle Olimpiadi nazionali canadesi (negli anni dal 1994 al 1998).

Ogni capitolo del romanzo ha poi la stessa struttura: Bethany legge uno dei problemi, inizia a farsi veni-
re alcune idee e poi si immerge in un lungo flashback che la riporta a quando ha imparato un metodo
che si rivelera essenziale per attaccare e risolvere quel problema. Il capitolo poi finisce con il tentativo
di Bethany di risolvere il problema (non ho intenzione di rivelarvi se e quanto Bethany riesca nella sua
impresa).

Il cuore di ogni capitolo & la parte dedicata al lungo flashback, che ci porta a percorrere in ordine cro-
nologico la storia della passione di Bethany inizialmente per le gare di matematica e infine per la ma-
tematica stessa. Si parte con una bambina della scuola elementare che — come il piccolo Gauss — trova
un modo rapido per sommare una successione di interi consecutivi e che scopre |'esistenza di gare di
matematica. Si passa attraverso gli stage delle Olimpiadi e le amicizie con altre ed altri appassionati,
fino ad arrivare all'incontro con una docente universitaria e a dei veri tentativi di ricerca matematica
da parte delle protagonista. E il racconto di una passione che si trasforma in un’ossessione, per poi far
crescere Bethany, che infine si rende conto che la matematica non é solo gare e che I'esito di una gara
non determina quello che sei.

Non posso negare che — prima di immergermi nella lettura — avevo un pregiudizio: di certo sara un
libro molto nerd inaccessibile a chiunque non sia appassionato di gare matematiche. Mi sono dovuto
ricredere. La storia della matleta canadese & un romanzo di crescita: grandi obiettivi, grandi frustrazioni,
grande impegno. Non é diverso nella struttura dalle storie cosi diffuse del giovane (o della giovane)
aspirante sportivo, che non ha paura di dedicare tante ore della propria vita a un duro allenamento per
provare ad arrivare a un obiettivo ambizioso. Non & un caso che il nome della protagonista sia dedicato
a una surfista, Bethany Hamilton, la cui storia ha ispirato un film di crescita personale, Soul surfer.
Particolarmente interessante in questo senso ¢ la figura della madre di Bethany, che da giovane ha avu-
to un grande sogno sportivo da cui & rimasta scottata. Tenta di evitare alla figlia gli stessi errori che ha
compiuto lei da giovane: per proteggerla, cerca di dissuaderla dalla sua ossessione. Il rapporto madre-fi-
glia € una delle trame che ci accompagnano durante i cinque capitoli che segnano la crescita di Bethany.
Owviamente la matematica (e la matematica olimpica) e al cuore della storia: i cinque problemi (e molti
altri) vengono seriamente affrontati nel corso del romanzo e da un certo punto di vista questa lettura
puo essere utile per imparare un po’ di matematica. Ma perché stupirsi? In Sognando Beckham (Bend it
like Beckham, in originale) non si parla forse di calcio? Jess & ossessionata dal calcio e dal suo sogno di
emulare la stella del Manchester United. In Ogni maledetta domenica (Any given Sunday) non si parla
forse in continuazione di football americano? Siamo abituati a film e libri di crescita in cui i protagonisti
sono appassionati di uno sport. E sono bellissimi anche se non siete appassionati di quello sport. Sareb-
be veramente bello vedere un film tratto da Bethany alle Olimpiadi di matematica, un film di crescita e
di passione per una disciplina troppo spesso odiata.

Non nego che se amate la matematica, e la matematica olimpica in particolare, il romanzo e ancora piu
godibile, ma la storia della nostra adolescente pud essere davvero d'ispirazione a tanti e a tante: Richard
Hoshino mette anche I'accento sulla scarsa presenza femminile all'interno del circuito delle Olimpiadi.
E puod anche essere un modo per scoprire un po’ di matematica diversa da quella che siamo abituati a
vedere a scuola.
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