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Sunto / La nozione di numeri negativi è una del-
le più fondamentali della matematica. Per molti 
anni hanno causato confusione e sono stati og-
getto di controversie tra grandi ricercatori, finché 
lo sviluppo dell’algebra simbolica ha portato alla 
loro accettazione nella forma che hanno oggi. 
Come prevedibile, quando gli studenti imparano 
per la prima volta il concetto di numeri negativi e 
le operazioni tra di loro, si verificano varie diffi-
coltà e sorgono misconcezioni. La loro compren-
sione è uno dei compiti più impegnativi dell’in-
segnamento della matematica a causa della loro 
complessità e natura astratta. Per questo scopo, 
sono stati ideati e impiegati vari modelli. Nel pre-
sente studio esponiamo alcuni degli ostacoli epi-
stemologici comunemente osservati nella com-
prensione dei numeri negativi, dopodiché 
esponiamo e confrontiamo due diversi modelli 
frequentemente utilizzati per introdurre le quat-
tro operazioni di base tra loro.

Parole chiave: numeri negativi; modello geome-
trico; linea dei numeri; ricerca-azione.

Abstract / The notion of negative numbers is one 
of the most fundamental in mathematics. For 
many years, they have caused confusion and 
they have been an object of controversy among 
great researchers, until the development of sym-
bolic algebra led to their acceptance in the form 
they have today. When students are first intro-
duced to the concept of negative numbers and 
the operations between them, various difficulties 
occur and misconceptions arise, as expected. 
Their comprehension is one of the most chal-
lenging tasks of teaching mathematics due to 
their complexity and abstract nature. For this 
purpose, various models have been devised and 
employed. In the present study we expose some 
of the epistemological obstacles commonly ob-
served in understanding negative numbers and 
then exhibit and compare two different models 
frequently used for introducing the four basic op-
erations between them.

Keywords: negative numbers; geometrical mod-
el; number line; action research.
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Questo articolo è, in un certo senso, il risultato di un corso intensivo di didattica della matematica 
tenuto da un ricercatore di educazione matematica a un gruppo di insegnanti della scuola secondaria 
con alte qualifiche accademiche esperti di matematica. Più specificamente, l’articolo è il risultato di 
una stretta collaborazione tra i due autori dell’articolo, cioè, un ricercatore in educazione matemati-
ca e un insegnante del corso che è anche ricercatrice in matematica. Lo scopo principale del nostro 
articolo è quello di cercare di trovare modi per collegare la ricerca in educazione matematica relativa 
ai numeri negativi con la pratica didattica nella scuola. L’articolo si presenta come un esempio di con-
nessione tra ricerca e pratica. Consiste in una revisione della ricerca dedicata a uno studio generale 
della questione dell’insegnamento dei numeri negativi e una “ricerca-azione” di un insegnante di 
matematica. L’articolo è diviso in due sezioni:

 – Nel par. 2 presentiamo una rassegna di un gran numero di pubblicazioni che sono direttamente o 
indirettamente collegate alla comprensione e all’apprendimento dei numeri negativi. Abbiamo anche 
incluso in questa prima parte alcuni articoli relativi a modelli geometrici di insegnamento della mate-
matica che potrebbero potenzialmente essere usati dagli insegnanti di matematica coi loro studenti.

 –  Nel par. 3 presentiamo una breve descrizione della metodologia della “ricerca-azione”. Dopodiché 
presentiamo i due modelli specifici di insegnamento dei numeri negativi che derivano dalla nostra 
rassegna della ricerca e la loro applicazione agli studenti della scuola secondaria. Infine, viene pre-
sentata la “ricerca-azione” dell’insegnante di matematica, che consiste nell’applicazione dei due 
modelli da parte di un insegnante di matematica coi suoi studenti.

Il secondo paragrafo è diviso in quattro sottoparagrafi. Nel par. 2.1 presentiamo alcuni concetti e me-
todi della didattica della matematica che sono stati applicati alla comprensione, all’apprendimento e 
all’insegnamento della matematica come lo studio storico di un concetto matematico, il concetto di 
ostacolo epistemologico, il concetto di contratto didattico, la teoria della trasformazione didattica o 
trasposizione didattica e la teoria delle situazioni didattiche.
Nel par. 2.2, i concetti e i metodi menzionati sopra sono specializzati in vari studi sull’evoluzione storica 
del concetto di numeri negativi, così come le ricerche in didattica della matematica per la comprensione e 
l’apprendimento dei numeri negativi. Sono anche messi in relazione al concetto di valore assoluto, la cui 
evoluzione storica è strettamente legata all’evoluzione storica e alla comprensione dei numeri negativi.
Nel par. 2.3, presentiamo alcuni punti di vista sul ruolo delle rappresentazioni e dei modelli nell’inse-
gnamento della matematica. Dato che una rappresentazione non può descrivere completamente un 
costrutto matematico e diverse rappresentazioni hanno diversi vantaggi, insistiamo sulla necessità 
di usare una varietà di rappresentazioni nell’insegnamento della matematica. Diamo diversi esempi 
di ricerche riguardanti l’uso di rappresentazioni nell’insegnamento e nell’apprendimento di frazioni 
e funzioni. Inoltre, sosteniamo che l’importanza dell’uso di modelli geometrici nell’insegnamento e 
nell’apprendimento della matematica è molto alta.
Infine, nel par. 2.4, presentiamo una ricerca sull’uso della linea dei numeri nelle operazioni elementari sui numeri 
interi da parte degli studenti della scuola primaria.1 Il fenomeno della compartimentazione è osservato perché 
la linea dei numeri è usata come una semplice rappresentazione piuttosto che come un modello geometrico.
Il terzo paragrafo è diviso in quattro sottoparagrafi. In par. 3.1 presentiamo una breve descrizione della 
teoria e della metodologia della ricerca-azione.
Nel par. 3.2, viene presentata un’applicazione del modello delle cariche positive e negative per l’inse-

1. La scuola primaria a Cipro dura sei anni e corrisponde alla scuola elementare più il primo anno di scuola media nel Canton Ticino.
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gnamento dei numeri negativi, come è stato preparato da un insegnante di matematica.
Nel par. 3.3 presentiamo un’applicazione del modello geometrico della linea dei numeri per l’insegna-
mento delle operazioni tra numeri negativi, così come è stato preparato dallo stesso insegnante di 
matematica.
Infine, nel par. 3.4 presentiamo alcuni risultati del confronto dell’applicazione dei due modelli sulla 
base di un’analisi statistica descrittiva.

2.1 Una breve descrizione di alcuni concetti, metodi e teorie della didattica della matematica
Una scienza può progredire solo se delimita costantemente l’ambito della sua ricerca e definisce più 
precisamente l’oggetto che intende studiare.
Perciò, l’idea che la didattica sia lo studio scientifico dell’insegnamento non è sufficiente, poiché bi-
sogna considerare quali aspetti di questo insegnamento prenderemo in considerazione e quali igno-
reremo. In questo punto preciso, la pedagogia generale si differenzia dalla pedagogia di una materia.
La didattica della matematica è una scienza sperimentale. La sua metodologia si ispira ai principi ide-
ati per la medicina sperimentale nel XIX secolo. Una prova (esperimento) è una situazione didattica 
preparata che dipende da un numero limitato di variabili controllate.
La ricerca in didattica richiede ricercatori di varie specialità: matematici, insegnanti, psicologi, lin-
guisti, statistici, programmatori, storici (della matematica) e epistemologi. Di conseguenza, implica 
l’intervento di gruppi multidisciplinari. Inoltre, richiede una metodologia speciale e una terminologia 
speciale, senza l’uso della quale molti fenomeni didattici non possono essere interpretati. Dunque, la 
didattica della matematica ha sviluppato un insieme di concetti e metodi che delimitano il suo campo 
di validità (D’Amore & Gagatsis, 1997; Gagatsis & Maier, 1996; Gagatsis & Rogers, 1996).
Di seguito facciamo riferimento ad alcuni importanti concetti e metodi.
Un metodo importante è la trasformazione didattica o trasposizione didattica che si riferisce ai pro-
cessi di trasformazione delle conoscenze scientifiche in oggetti di insegnamento. Quando un conte-
nuto della conoscenza scientifica viene selezionato come conoscenza per l’insegnamento, c’è una 
serie di trasformazioni di adattamento che gli permettono di prendere il suo posto tra gli oggetti 
di insegnamento (Chevallard, 1985; Chevallard & Bosch, 2014). Di solito, i piani di studio non sono 
determinati solo dalla comunità matematica. Nella maggior parte dei Paesi, queste decisioni sono il 
risultato di interazioni tra matematici, insegnanti e altri membri sociali. Dipendono anche dai genitori 
o da scelte politiche. Il sapere scolastico è l’immagine finale del sapere scientifico dopo l’influenza 
di tutti questi fattori e dopo una serie di trasformazioni applicate ad esso. La trasposizione didattica 
è stata studiata in una varietà di concetti matematici in diversi sistemi educativi e, in particolare, nel 
concetto di valore assoluto (Gagatsis & Thomaidis, 1994, 1995, 1996).
Il termine contratto didattico si riferisce alle varie situazioni d’insegnamento in cui si definisce espli-
citamente, in piccola parte in modo implicito ciò che viene gestito da ogni “partner” in un modo o 
nell’altro e di ciò di cui sono responsabili l’uno rispetto all’altro (Brousseau, 1983, 1997). Il ruolo del 
contratto didattico è quello di regolare le interazioni tra l’insegnante e lo studente in termini di una 
conoscenza. L’insegnante rispetta il contratto insegnando e dando valutazioni. Cerca di far imparare 
agli studenti ciò che vuole, ciò che devono imparare. È colui che sa tutto e guida gli studenti a produr-
re la loro risposta usando ciò che sanno. Lo studente rispetta il contratto se fa le valutazioni, se impara 
la lezione. Cerca di capire cosa vuole l’insegnante e di dare le risposte che si aspetta. Per esempio, 
cercherà di dare una risposta ad un problema proposto dall’insegnante anche se il problema non ha 
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soluzione. Tuttavia, questo non implica la comprensione del concetto menzionato. L’apprendimento 
non si basa su una cieca obbedienza ai termini del contratto ma sulla “violazione” del contratto.
Un esempio caratteristico del “contratto didattico” è legato al valore assoluto: gli studenti cercano di 
trovare soluzioni ad alcune equazioni che sono ovviamente “impossibili”. Per esempio, l’equazione:
| | x – 5 | – 12 | = –5 (Gagatsis & Panaoura, 2014; Gagatsis & Thomaidis, 1994).
Una componente chiave della ricerca relativa alla didattica in Francia è la teoria delle situazioni didattiche. 
Secondo Brousseau la teoria delle situazioni didattiche esprime le condizioni in cui si genera la conoscen-
za matematica nel contesto dell’insegnamento e ne permette lo studio. In questo senso una situazione 
didattica è un insieme di relazioni tra un insegnante e uno studente, in cui si può riconoscere un piano (co-
mune) di carattere sociale che mira all’acquisizione di una conoscenza da parte dello studente (Brousseau, 
1997). Di conseguenza, l’insegnamento di una nozione matematica non può essere fatto in questa forma 
strutturale astratta che si incontra nella matematica pura. Deve essere insegnata nell’ambiente scolastico; 
deve assumere la forma specifica di un problema interessante ed essere trasformata in modo che il suo 
significato sia compreso dagli studenti. In questo modo il problema provoca varie azioni da parte loro, 
alcune formulazioni di possibili soluzioni, alcune spiegazioni ai compagni o all’insegnante, che in un certo 
senso portano alla “nascita” del concetto da apprendere. Un esempio caratteristico di situazione didattica 
riguarda “l’illusione della proporzionalità” (Modestou & Gagatsis, 2013).

2.2 Elementi storici e ostacoli all’apprendimento degli studenti relativi ai numeri negativi
Uno dei compiti più significativi della didattica della matematica è quello di identificare gli ostacoli che 
si oppongono alla comprensione e all’apprendimento di questa scienza. La ricerca indica che molti con-
cetti matematici sono stati “segnati” dalle difficoltà dei grandi matematici. È ragionevole supporre che 
molte delle difficoltà che a un certo punto hanno fermato gli scienziati più ispirati, devono ancora pre-
occupare i nostri studenti. Lo studio storico di una nozione matematica è quindi un metodo importante 
della didattica della matematica, strettamente legato al concetto di ostacolo epistemologico.
In questo modo l’ostacolo epistemologico diventa un concetto importante della didattica della ma-
tematica. Tuttavia, si è osservata una grande controversia sulla nozione di ostacolo epistemologico, 
alla quale hanno partecipato ricercatori come Artigue, Brousseau, Duroux (Francia), Schubring (Ger-
mania), Sierpinska (Canada) ecc.
Brousseau (1983) definisce gli ostacoli nell’apprendimento come un insieme di errori che sono stretta-
mente legati alla conoscenza precedente. Questo perché un tale errore nasce nella comprensione inizia-
le di un argomento da parte degli studenti, poi continua ad essere ripetuto in modo che sia incorporato 
nella memoria a lungo termine del sistema come conoscenza.
Brousseau (1983, 1997) afferma che gli errori e i fallimenti non hanno il ruolo semplificato che vor-
remmo che avessero. Gli errori non sono solo l’effetto dell’ignoranza, dell’incertezza, del caso, come 
sostenuto dalle teorie di apprendimento empiriste o comportamentiste, ma l’effetto di una conoscenza 
precedente che era interessante e di successo, ma che ora si rivela falsa o semplicemente inadatta. Errori 
di questo tipo non sono erratici e inaspettati, ma costituiscono degli ostacoli. Tanto nel funzionamento 
dell’insegnante quanto in quello dello studente, l’errore è una componente del significato del sapere 
acquisito. Secondo le percezioni di cui sopra, “l’ostacolo” deve avere le seguenti caratteristiche:

 –  È una conoscenza che funziona così com’è in un insieme di situazioni e per certi valori delle varia-
bili di queste situazioni.

 –  Si tratta di una conoscenza che, nello sforzo di essere adattata ad altre situazioni o ad altri valori 
delle variabili, causerà errori specifici che possono essere osservati e analizzati.

 –  È una conoscenza solida. In situazioni che sfuggono al campo della sua validità, il suo rifiuto co-
sterà agli studenti più di un tentativo per il suo adattamento.

 –  Possiamo superare l’ostacolo solo in situazioni speciali di rifiuto e questo rifiuto è una componente 
della conoscenza.
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Un ostacolo è reso evidente dagli errori, ma questi errori non sono dovuti al caso, sono riproducibili, 
persistenti e non necessariamente spiegabili (Brousseau, 1997).
Un problema importante nella comprensione dei numeri negativi è la regola dei segni. Glaeser (1981) 
nel suo articolo Epistémologie des nombres relatives fa una ricerca storica e mostra che anche i grandi 
matematici, che hanno accettato i numeri negativi e li hanno usati nei loro calcoli, hanno incontrato 
problemi nel comprendere il concetto dietro di essi e soprattutto la regola dei segni.
La seguente regola, che veniva usata nelle scuole britanniche, dà un’idea del problema:

Meno per Meno uguale a Più. Quale ne sia il motivo, non c’è bisogno di discuterne.

Glaeser ha iniziato la sua ricerca dopo aver letto il libro Life of Henry Brulard [autobiografia di Stendhal 
(1783-1843)].

«Cosa potevo immaginare quando nessuno poteva spiegarmi come mai un meno per un meno è 

uguale a un più (– · – = +)? Alla fine, sono giunto a quello che dico ancora oggi: la regola “– · – = 

+” deve essere vera, perché è ovvio che, usando questa regola ogni volta nei calcoli, si arriva a 

risultati “veri e indiscutibili”. La mia grande sfortuna è stata la seguente figura:

Figura 1. Quantità positive e negative.

Sia RP la linea che separa il positivo dal negativo, tutto ciò che sta sopra è positivo, così come 

tutto ciò che sta sotto è negativo; prendendo il quadrato B tante volte quante sono le unità nel 

quadrato A, come posso riuscire a cambiare lato giungendo al quadrato C? Supponiamo che le 

quantità negative siano i debiti di un uomo, come, moltiplicando 10'000 franchi di debito per 

500 franchi, riuscirà o può riuscire ad acquisire una fortuna di 5'000'000, cinque milioni?»

Glaeser inizia il suo studio con i testi di Diofanto di Alessandria (fine del III secolo), ai quali viene 
generalmente attribuito il “seme” della regola dei segni. Anche se questo autore non si riferisce chia-
ramente ai numeri rilevanti, all’inizio del suo libro Arithmetica I, fa un’implicazione allo sviluppo del 
prodotto di due differenze e scrive: «La carenza moltiplicata per la carenza produce la disponibilità; 
la carenza moltiplicata per la disponibilità produce la carenza».
Sulla base dello studio di un gran numero di testi matematici relativi ai numeri negativi, Glaeser pro-
pone una lista provvisoria di ostacoli riguardanti i numeri negativi:

1.  Incapacità di manipolare quantità negative isolate.
2.  Difficoltà nell’unificare la linea dei numeri. 

Questo si verifica, per esempio, quando si insiste sulle differenze qualitative tra quantità negative 
e numeri positivi o quando si descrive la linea come una giustapposizione di semirette opposte 
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che coinvolgono simboli eterogenei o quando si rifiuta di esaminare le caratteristiche dinamiche e 
statiche dei numeri allo stesso tempo.

3.  L’ambiguità dei due “zeri”.
4.  La stagnazione allo stadio dei processi specifici (in contrasto con lo stadio dei processi standard).
5.  La difficoltà di dissociarsi dal significato specifico dato ai numeri.
6.  Il desiderio di un modello unificante: vogliamo applicare un buon modello additivo, ugualmente 

valido per spiegare il modello moltiplicativo, dove questo modello è funzionale.
(Glaeser, 1981, traduzione dell’autore)

La ricerca di Glaeser ha quindi dimostrato che abbiamo dovuto aspettare più di 1500 anni perché la 
“regola dei segni” fosse considerata come qualcosa di molto facile per la matematica. La seguente 
tabella fornisce una breve panoramica dei risultati della ricerca di Glaeser e dà luogo a un’intensa 
discussione tra i ricercatori per la “natura” del concetto di ostacolo epistemologico.

Tabella 1. Ostacoli legati ai numeri negativi.

Bishop et al. (2014) concludono che i matematici hanno storicamente affrontato quelli che noi de-
scriviamo come tre ostacoli cognitivi legati ai numeri negativi: la mancanza di una rappresentazione 
fisica, tangibile e concreta per quantità inferiori a zero; il problema di togliere più di quanto si ha; e 
situazioni controintuitive alle interpretazioni di addizione e sottrazione come unire e separare.
Un altro grande ostacolo epistemologico legato alla nozione di numeri negativi è la difficoltà 
di comprenderli come oggetti intellettuali. Gli studenti comprendono intuitivamente i numeri 
naturali contrariamente ai numeri negativi. Lo studente deve necessariamente essere in grado 
di pensare ai numeri naturali in modo formale prima di poter iniziare con i numeri negativi 
(Streefland, 1996).
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Diophantus +

Simon Stevin + – – – – –

René Descartes + ? – ? + +

Colin McLaurin + + – – + +

Léonard Euler + + + ? – –

d’Alembert + – – – – –

Lazare Carnot + – – –

Pierre de Laplace + + – – + ?

Augustin Cauchy + + – – + ?

Herman Hankel + + + + + +
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Anche se ci sono differenze tra i punti di vista dei ricercatori sul concetto di ostacolo epistemologico, 
Sierpinska sostiene che nonostante queste difficoltà e indipendentemente dalla metodologia, l’utilità 
dell’analisi epistemologica della matematica insegnata ai vari livelli scolastici, non sembra discutibile, 
né per la pratica didattica né per la scrittura di libri di testo, o come riferimento per qualsiasi tipo di 
ricerca in educazione matematica.
I ricercatori hanno rivelato molte altre difficoltà degli studenti legate ai numeri negativi. Per esempio, 
Bofferding sostiene che alcuni degli errori e malintesi che si verificano nei calcoli che coinvolgono i 
numeri negativi sono legati al modo in cui sono denotati. Più precisamente, dopo aver introdotto i nu-
meri negativi il segno meno “–” ottiene tre significati e cioè: binario, simmetrico e unario (Bofferding, 
2014). La funzione binaria si riferisce a qualsiasi situazione in cui il segno meno indica che l’operazione 
è una sottrazione (un segno di operazione). Nella funzione simmetrica il segno meno indica che il 
numero è l’opposto del suo numero correlato, come nell’esempio di 5 e –5. Nella funzione unaria il 
segno meno agisce come guida per il lettore che il numero è effettivamente negativo, come in –10 
che è “10 negativo”. Secondo una ricerca condotta da Bofferding (2010), gli studenti tendono il più 
delle volte a usare l’interpretazione binaria del segno meno, a volte usano l’interpretazione simmetri-
ca e meno spesso l’interpretazione unaria.
Inoltre, le difficoltà si verificano quando si sottraggono numeri interi. Gli studenti a volte hanno dubbi 
quando interpretano situazioni della forma a – (–b), nonostante ottengano soluzioni corrette ai pro-
blemi (Bruno & Martinón, 1999). Fanno fatica a capire che nei problemi di sottrazione di numeri nega-
tivi il risultato è un numero maggiore del minuendo, poiché è stato insegnato loro solo come eseguire 
la sottrazione tra numeri positivi con il sottraendo che è sempre minore del minuendo. Inoltre, l’idea 
di sottrarre un numero negativo che dà lo stesso risultato che sommare il contrario del numero ne-
gativo, è difficile da comprendere per molti studenti (Badarudin & Khalid, 2008). Quando gli studenti 
imparano che esistono i numeri interi negativi, potrebbero accettare che i numeri interi negativi sono 
minori di zero ma potrebbero sostenere che –5 è maggiore di –3 perché –5 è più lontano da zero di 
quanto lo sia –3, così come 5 è più lontano da zero di quanto lo sia 3 (Bofferding, 2014).
I numeri negativi oggi si possono trovare ogni volta che c’è una situazione con due direzioni: 
profitto-perdita, avanti-indietro, deposito-ritiro, est-ovest, sopra il livello del mare-sotto il livello del 
mare ecc. Le operazioni su questi numeri appaiono quando vogliamo combinare cambiamenti, con-
frontarli, trasformarli o calcolare tassi e questi modelli funzionano sufficientemente solo per l’addizio-
ne (Freudenthal, 1983). La maggior parte dei modelli usati per insegnare i numeri negativi funzionano 
per le operazioni di addizione e sottrazione. La moltiplicazione e la divisione possono richiedere un 
approccio puramente algebrico e i modelli concreti tradizionalmente usati dovrebbero essere abban-
donati (Williams & Kutscher, 2008).
Secondo Ekol (2010), gli studenti non possono pensare a una corrispondenza uno-a-uno tra i nu-
meri negativi e gli oggetti fisici, come hanno imparato a fare con i numeri naturali, e così cercano di 
memorizzare le regole per eseguire le operazioni tra di loro. La comprensione dei numeri negativi 
è, infatti, il passaggio dalla matematica concreta a quella astratta, qualcosa per cui non tutti gli 
studenti sono pronti nello stesso periodo, poiché richiede un’elevata capacità di pensiero astratto 
(Thomaidis, 2009).
Lo stesso ricercatore ha studiato, in collaborazione con Gagatsis, i numeri negativi nel contesto di uno 
studio storico del concetto di valore assoluto e ha rivelato una serie di ostacoli epistemologici legati 
alla nozione di numero naturale come risultato della misurazione (Gagatsis & Thomaidis, 1994, 1995, 
1996). Infatti Gagatsis e Thomaidis hanno condotto un’analisi storica del valore assoluto basata su 
quattro fasi. Nella prima fase il valore assoluto appare come un concetto implicito, strettamente lega-
to alla percezione del numero in questione come un numero comune dotato di segno. Ad esempio, 
Viète, nel suo testo del 1591, In artem analyticen isagoge, introduce una simbologia speciale per il 
“minus incerto”: “A quadrato = B piano”, “B piano = A quadrato”. Nel XVII secolo i numeri negativi 
appaiono come estensioni dei numeri “reali” a nuovi oggetti “fantastici”. Nella seconda fase il valore 
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assoluto svolge una funzione esplicativa nel contesto del calcolo algebrico e principalmente a livello 
dell’algebra delle disequazioni. Il valore assoluto viene visualizzato come “un numero senza segno” o 
come “una distanza dallo zero”. Secondo Cartesio, «La somma di un’equazione che ha alcune solu-
zioni è sempre divisa per un binomio che consiste nella quantità incognita ridotta del valore di una so-
luzione “vera” o aumentata del valore di una soluzione “falsa”» (R. Descartes, 1637 - La Géométrie, 
citato da Gagatsis & Thomaidis, 1995, traduzione dell’autore). Egli prosegue: «[...] aumentando le 
soluzioni di una quantità maggiore di qualsiasi radice falsa, tutte le soluzioni diventeranno vere» 
(R. Descartes, 1637 - La Géométrie, citato da Gagatsis & Thomaidis, 1995, traduzione dell’autore). 
Prendiamo, per esempio, l’equazione: x³ + 4x² + x – 6 = 0 che secondo la terminologia di Cartesio ha 
la radice 1 “vera” (soluzione positiva) e le radici 2 e 3 “false” (soluzioni negative). Cartesio propone 
una trasformazione: aumentiamo le radici con una quantità maggiore di una radice falsa, per esem-
pio sostituendo y = x + 4, trasformando così l’equazione originale in un’equazione con le soluzioni 
“vere” 5, 2 e 1 (Gagatsis & Thomaidis, 1995). Nella terza fase, si osserva una stretta connessione con 
il fondamentale cambiamento concettuale relativo al concetto di numero, cioè il progressivo passag-
gio dalla comprensione empirica del numero come mezzo di misurazione delle quantità, al concetto 
astratto di numero come elemento di un sistema matematico caratterizzato dalle proprietà dei suoi 
elementi e dall’assenza di contraddizione. Per esempio, per Leibniz a – b significa la differenza tra a 
e b quando a è maggiore di b, b – a quando b è maggiore e questo valore assoluto (moli) può essere 
chiamato | a – b | (C. W. Leibniz, Monitum De Characterisebus Algebraicis, traduzione dell’autore). 
Infine la quarta fase corrisponde al formalismo reso necessario dall’evoluzione dell’analisi complessa.
Uno studio più recente di Gagatsis e Panaoura (2014) si è basato sull’analisi storica di Gagatsis e 
Thomaidis (1994, 1995, 1996) e si è concentrato sulle somiglianze delle interpretazioni personali 
degli studenti del valore assoluto con i diversi tipi di concezioni emerse nell’evoluzione storica della 
nozione. La loro analisi si basava anche sui concetti e metodi della didattica della matematica come la 
trasposizione didattica, il contratto didattico e l’ostacolo epistemologico presentati nei par. 2.1 e 2.2. 
Infatti hanno esaminato le prestazioni degli studenti in problemi sul valore assoluto e le sue relazioni 
con gli ostacoli didattici o gli ostacoli epistemologici e le connessioni tra le concezioni degli studenti 
sul valore assoluto (definizioni di valore assoluto) e le loro prestazioni nella risoluzione di equazioni e 
disequazioni che incorporano la nozione. Questo studio particolare ha esaminato studenti del secon-
do anno della scuola secondaria superiore (grado 11) ed è stato condotto a Cipro.2

Infine, Elia et al. (2016) cercano di cogliere la complessità matematica e cognitiva quando gli studenti 
affrontano il concetto di valore assoluto sulla base del Mathematical Working Space (MWS) (Kuzniak 
& Richard, 2014). Il MWS comprende una rete di due livelli, uno cognitivo e uno epistemologico, e 
questa rete si basa su tre genesi, ovvero semiotica (tra rappresentazioni e visualizzazione di ogget-
ti matematici), quella strumentale (tra artefatti e costruzione matematica), e quella discorsiva (tra 
il sistema di riferimento teorico e l’accesso al ragionamento, all’argomentazione e alla validazione 
matematica). Quest’ultimo studio estende lo studio di Gagatsis e Panaoura (2014), in primo luogo, 
identificando e analizzando a fondo gli errori degli studenti nella risoluzione di equazioni e disequa-
zioni tipiche e non tipiche che incorporano il valore assoluto, esplorando il legame tra questi errori e 
le concezioni (definizioni) di valore assoluto degli studenti e discernendo più precisamente gli ostacoli 
epistemologici o didattici che intervengono nel lavoro matematico degli studenti. In secondo luogo, 
questa analisi si svolge nel quadro del MWS, concentrandosi sulla genesi discorsiva e le sue relazioni 
con la genesi semiotica nel lavoro matematico degli studenti. Questo quadro teorico è completato 
da altri approcci teorici basati su una prospettiva storica sul concetto di valore assoluto (Gagatsis & 
Thomaidis, 1994, 1995, 1996) e sulle idee di ostacoli epistemologici e didattici nel lavoro matematico. 
Una prospettiva storica sul valore assoluto può dare un’idea della natura epistemologica e del conte-

2. Il sistema educativo di Cipro è suddiviso in educazione primaria (gradi 1-6, dai 6 ai 12 anni), educazione secondaria inferiore 
(gradi 7-9, dai 12 ai 15 anni), educazione secondaria superiore (gradi 10-12, dai 15 ai 18 anni) e educazione universitaria.
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nuto del sistema di riferimento matematico relativo al concetto di valore assoluto nel MWS personale 
degli studenti (spazio di lavoro in cui ogni studente si occupa di oggetti matematici). Un’analisi degli 
ostacoli che gli studenti incontrano nel loro lavoro matematico sul valore assoluto può rivelare le 
fonti degli errori e dei ritardi degli studenti nella genesi del significato matematico del concetto e del 
ragionamento discorsivo. Gli autori citati (Elia et al., 2016) sono interessati agli ostacoli sia di natura 
epistemologica, che possono avere punti in comune con le concezioni nell’evoluzione storica del con-
cetto, sia di carattere didattico, relativi al processo di trasposizione didattica del valore assoluto e al 
fenomeno del contratto didattico nell’insegnamento. Una particolarità importante di questa ricerca è 
che gli errori degli studenti negli esercizi che coinvolgono il concetto di valore assoluto si osservano 
in diversi sistemi educativi, indipendentemente dalla lingua e dalla cultura degli studenti (Elia et al., 
2016). Infatti, è stata condotta un’indagine in Turchia a seguito di un’indagine simile a Cipro in cui 
le prestazioni degli studenti della scuola secondaria sono state valutate utilizzando un test. I risultati 
hanno mostrato una discrepanza nella concezione prevalente di valore assoluto dei due Paesi, indi-
cando le differenze tra i due paesi nei rispettivi MWS. Per la Turchia, la concezione del valore assoluto 
come distanza dallo zero, che era la definizione più utilizzata, ha dato un supporto positivo alla solu-
zione dei problemi che coinvolgono il ragionamento discorsivo. Questo non è stato il caso di Cipro, in 
cui la concezione più diffusa del valore assoluto era “numero senza segno”. L’analisi degli errori degli 
studenti turchi ha rivelato una distinzione tra gli errori nella genesi discorsiva degli studenti e la genesi 
semiotica, che erano una conseguenza degli ostacoli didattici o epistemologici che intervenivano nel 
MWS personale degli studenti. Crediamo fortemente che il modello MWS dovrebbe essere applicato 
all’insegnamento dei numeri negativi, così come al modo in cui le percezioni degli studenti dei numeri 
negativi contribuiscono alla formazione della genesi semiotica, strumentale e discorsiva.

2.3 Il ruolo delle rappresentazioni e dei modelli geometrici in matematica e nell’inse-
gnamento della matematica: il caso della linea dei numeri
Una caratteristica dell’intelligenza umana è l’uso di diversi tipi di rappresentazioni. Questa caratteristica 
differenzia l’intelligenza umana dall’intelligenza degli animali, così come dall’intelligenza artificiale. L’ele-
mento che differenzia l’intelligenza umana da quella degli animali non è solo l’uso di un linguaggio, ma 
anche l’uso di una varietà di sistemi di rappresentazioni: linguaggio verbale, linguaggio scritto (disegni, 
dipinti, diagrammi ecc.) (Duval, 2002). Perché una varietà di rappresentazioni semiotiche? Il costo dell’e-
laborazione, le limitate capacità di rappresentazione e la necessità di almeno due rappresentazioni per la 
comprensione di un concetto matematico, sono alcune delle ragioni. Quindi, i sistemi di rappresentazione 
sono fondamentali per l’apprendimento concettuale e determinano in misura significativa ciò che viene 
appreso. Riconoscere lo stesso concetto in più sistemi di rappresentazione, la capacità di manipolare il 
concetto all’interno di queste rappresentazioni così come la capacità di convertire in modo flessibile il 
concetto da un sistema di rappresentazione all’altro sono necessari per l’acquisizione del concetto (Elia et 
al., 2008; Goldin, 2001; Lesh et al., 1987) e permettono agli studenti di vedere relazioni arricchenti. Così, i 
diversi tipi di rappresentazioni esterne nell’insegnamento e nell’apprendimento della matematica sembra-
no essere stati ampiamente riconosciuti dalla comunità dell’educazione matematica (National Council of 
Teachers of Mathematics, 2000). Dato che una rappresentazione non può descrivere completamente un 
costrutto matematico e che ogni rappresentazione ha vantaggi diversi, l’uso di rappresentazioni multiple 
per la stessa situazione matematica è al centro della comprensione matematica (Duval, 2002, 2006).
La necessità di utilizzare una varietà di rappresentazioni o modelli nel sostenere e valutare le costru-
zioni di frazioni degli studenti è sottolineata da diversi studi (Deliyianni & Gagatsis, 2013; Deliyianni et 
al., 2016; Gagatsis et al., 2011; Gagatsis et al., 2016).
Inoltre, il concetto di funzione è di fondamentale importanza nell’apprendimento della matematica 
ed è stato al centro dell’attenzione della comunità di ricerca sull’educazione matematica negli ultimi 
decenni. Un vasto numero di studi ha sottolineato l’importanza delle diverse rappresentazioni e la 
traduzione tra esse nella comprensione del concetto di funzione (Elia et al., 2007; Elia et al., 2008; 
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Even, 1998; Gagatsis & Shiakalli, 2004; Panaoura et al., 2017).
D’altra parte, l’importanza dell’uso dei modelli geometrici nell’insegnamento e nell’apprendimento della 
matematica è molto alta. Patronis dà un importante contributo sulla natura e l’uso dei modelli geometrici 
nell’insegnamento della matematica. Utilizza una vasta bibliografia scientifica sui modelli matematici e in 
particolare alcuni lavori di Thom. Secondo lui, la matematizzazione (o, per alcuni, il processo di “costruzione 
di modelli”) può essere vista come costituita da due attività umane di uguale importanza, nessuna delle quali 
potrebbe essere ignorata senza conseguenze infelici. La prima attività, che di solito è più sottolineata quando 
si parla di modelli matematici nella pratica scientifica, è la previsione. La seconda è la spiegazione. La previsio-
ne non è una spiegazione, come sottolinea Thom (1982, 1991).
Ciascuna delle due attività umane sopra citate mira a un diverso scopo della ricerca scientifica: la 
previsione mira a un’azione di successo, mentre la spiegazione mira a una (migliore) comprensione. 
Seguendo Thom, possiamo considerare questi due scopi come complementari l’uno all’altro: per agire 
con successo, bisogna prima capire e, viceversa, per ottenere una migliore comprensione di alcuni 
fenomeni – o, per ottenere una comprensione “globale” – bisogna prima fare una sorta di azione e 
rappresentazione “locale”, in modo che un’immagine “globale” risulti dalla raccolta di quelle “locali”. 
Tuttavia, concentrandosi su uno scopo, la mente umana tende a dimenticare l’altro, e questa comple-
mentarità è solitamente concepita come un’opposizione (Gagatsis & Patronis, 2001).
Nel procedere dall’azione “locale” alla comprensione “globale”, la geometrizzazione, l’atto di costruire “mo-
delli geometrici”, si trova in una posizione intermedia. Da un lato, la rappresentazione geometrica di un si-
stema fornisce un’immagine “globale” (o “olistica”) di esso, aiutandoci così a cogliere subito il suo significato 
e le sue funzioni. Questa comprensione “immediata” può essere contrapposta al processo “lineare” della 
lettura di un testo. D’altra parte, un “modello geometrico” nel senso di Thom collega le singolarità (locali) 
del sistema con la sua struttura (globale) e spiega la struttura in termini di singolarità (Thom, 1982, 1991).
Il concetto di modello geometrico non sembra essere stato esplorato sistematicamente da filosofi ed 
epistemologi (con la possibile eccezione di Bachelard, 1986).
In uno studio precedente, Gagatsis e Patronis (1990) hanno esaminato il ruolo dei modelli geometrici 
nell’educazione matematica, in relazione allo sviluppo di un processo di pensiero riflessivo, che può 
essere osservato nell’attività degli studenti, degli insegnanti e dei matematici nelle loro ricerche. La 
conclusione principale di quello studio era che i bambini piccoli sviluppano serie di forme geometriche 
simili o continuamente deformate di triangoli, rettangoli e quadrati, che possono essere approssima-
tivamente identificati a percorsi continui in uno spazio di politopi. Tali serie di forme sono state uti-
lizzate per insegnare e spiegare l’idea delle trasformazioni in geometria, così come per rappresentare 
geometricamente le relazioni algebriche x + y = s, x · y = p.
Emma Castelnuovo giustificava in un certo senso queste pratiche di insegnamento, poiché i modelli 
geometrici esplicativi utilizzati dagli insegnanti apparivano implicitamente nella percezione e nell’azio-
ne del pensiero dei bambini. Ciò che infatti significa questa conclusione quasi-empirica, alla luce delle 
precedenti osservazioni teoriche, è che, almeno alcuni degli “universi” geometrici, che sono stati uti-
lizzati da scienziati e insegnanti in modelli di vari “sistemi”, potrebbero anche essere considerati come 
modelli dell’attività umana o culturale nel suo primo aspetto informale (Gagatsis & Patronis, 1990).
Gli autori di cui sopra suggeriscono una definizione del modello geometrico:

«Diremo che una collezione S di punti, linee o altre figure nello spazio euclideo n-dimensionale, 

che rappresenta un sistema Σ di oggetti o una situazione o un processo, è un modello geometrico 

(teorico) di Σ, se le proprietà geometriche intrinseche degli elementi di S sono tutte rilevanti in 

questa rappresentazione, cioè corrispondono a proprietà del sistema Σ. Se questa condizione 

è soddisfatta solo per le proprietà topologiche delle linee o figure in S, allora parleremo di un 

modello geometrico in senso ampio (o topologico)». 

(Gagatsis & Patronis, 1990, traduzione dell’autore)
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Secondo Fischbein, un modello deve avere un carattere generatore, cioè deve generare (produrre) e rap-
presentare un numero illimitato di proprietà, partendo da un numero limitato di elementi e di regole per 
combinarle. Inoltre, un modello deve avere un carattere euristico, cioè condurci facilmente, e indipen-
dentemente dal sistema iniziale che rappresenta, a nuove informazioni su quel sistema (Fischbein, 1972).

2.3.1 Qual è la differenza tra una rappresentazione e un modello geometrico?
È importante distinguere tra i termini “rappresentazione” e “modello”: un modello è un modo di rap-
presentazione (come il linguaggio), ma una rappresentazione non è un modello, a meno che non ab-
bia un carattere generatore ed euristico. La rappresentazione può contenere più elementi o omettere 
alcuni elementi dell’insieme da rappresentare. Mentre nel modello geometrico tutti i suoi elementi 
danno qualche informazione sull’insieme da rappresentare: ha carattere generatore ed euristico.
Sulla base di quanto detto pocanzi e delle opinioni di Patronis diamo la seguente definizione per il 
modello geometrico della linea dei numeri:
Sia Σ l’anello dei numeri interi o il campo dei numeri razionali – o un campo che contiene il cam-
po dei numeri razionali – con le seguenti operazioni: addizione, sottrazione, moltiplicazione e 
divisione.
Sia S una linea numerata, cioè una linea con un insieme distinto di punti, che corrispondono a numeri 
interi o razionali. S è un modello geometrico per Σ.
Esiste un isomorfismo tra Σ e S, in modo che le operazioni tra i numeri, appartenenti a Σ, corrispon-
dano alle operazioni tra segmenti di linea orientati o alle operazioni tra numeri e segmenti di linea.
Esempio: il prodotto di un numero e un segmento di linea orientato.

2.4 Una ricerca sull’uso della linea dei numeri nelle operazioni elementari sui numeri 
interi da parte degli studenti della scuola primaria
Molti testi di metodi matematici elementari raccomandano l’uso di diagrammi di linee di numeri 
per insegnare l’addizione e la sottrazione di numeri interi. Chi si occupa di stendere il piano degli 
studi per la scuola elementare include tra gli obiettivi la capacità di eseguire semplici calcoli di 
addizione e sottrazione di numeri interi con l’aiuto di un diagramma della linea dei numeri. Alcuni 
pedagoghi della matematica mettono in relazione la capacità di usare un diagramma della linea 
dei numeri con la comprensione delle operazioni elementari sui numeri interi. Al contrario, altri 
rifiutano questa idea: per esempio, Hart (1981, citato da Gagatsis et al., 2003) sostiene che il 
modello della linea dei numeri dovrebbe essere abbandonato. Liebeck (1984, citato da Gagatsis 
et al., 2003) sostiene che la linea dei numeri non è un aiuto visivo utile per aiutare i bambini più 
piccoli ad aggiungere e sottrarre numeri interi. D’altra parte, Ernest (1985, citato da Gagatsis et 
al., 2003) osserva che ci può essere una discrepanza tra la comprensione degli studenti dell’addi-
zione di numeri interi e la loro comprensione della linea dei numeri usata per questa operazione 
(Gagatsis et al., 2003).
Gagatsis et al. (2003), motivati dalle critiche sull’uso della linea dei numeri per eseguire semplici cal-
coli di addizione e sottrazione tra numeri interi, hanno condotto un’indagine quantitativa con degli 
studenti della scuola elementare. Hanno dato agli studenti quattro questionari sui numeri interi. 
Il questionario A includeva calcoli di addizione e sottrazione di numeri interi in forma simbolica. Il 
questionario B includeva calcoli simili o identici con addizione e sottrazione di numeri interi in forma 
simbolica, ma permetteva anche agli studenti di usare la linea dei numeri. Il questionario C includeva 
calcoli simili o identici con addizione e sottrazione di numeri interi in forma simbolica, ma gli studenti 
erano obbligati a usare la linea dei numeri e a mostrare il risultato e il processo su di essa. Infine, il 
questionario D conteneva diagrammi di una linea dei numeri su cui le operazioni tra numeri interi 
erano rappresentate con archi e gli studenti dovevano trovare le relazioni numeriche delle operazioni 
così come i loro risultati. Nei seguenti diagrammi osserviamo i risultati.
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2.4.1 Risultati dei questionari A e B
Osserviamo che in tutti i casi il punteggio nelle domande del questionario B è migliore del punteggio 
nelle domande del questionario A (eccezione A1-B1).

Figura 2. Confronto tra i punteggi dei questionari A e B.

2.4.2 Risultati dei questionari C e D
Non c’è una differenza significativa tra i punteggi nelle domande dei questionari C e D.
 

Figura 3. Confronto tra i punteggi dei questionari C e D.

2.4.3 Applicazione dell’analisi statistica implicativa di Gras
Gras ha sviluppato un metodo statistico molto utile ed efficace per i problemi di insegnamento-apprendimento 
e non solo, che attraverso il software CHIC fornisce diagrammi implicativi, cioè relazioni gerarchiche 
tra le variabili (Gras, 1979; Gras & Couturier, 2013). Quando una freccia collega due variabili, significa 
che il successo degli studenti in una delle variabili (problemi, domande ecc.) implica il successo nell’al-
tra. L’importanza di tali implicazioni è notevole non solo per l’insegnamento e l’apprendimento della 
matematica, ma anche per altre materie. Inoltre, l’uso di questo metodo è diffuso in varie altre scienze 
come la psicologia, le scienze sociali, la medicina ecc.
Abbiamo applicato questo metodo alle risposte degli studenti ai questionari A, B, C, D, e come pos-
siamo vedere nel diagramma sottostante, ci sono implicazioni solo tra i compiti del questionario C e 
del questionario D. Questo significa che gli studenti che hanno risolto correttamente gli esercizi dei 
questionari C e D non raggiungeranno risposte corrette in alcuni degli esercizi dei questionari A e 
B. In effetti, osserviamo il fenomeno della compartimentazione e la ragione di ciò è l’esistenza della 
linea dei numeri su cui gli studenti devono lavorare in C e D. Cioè, i giovani studenti usano la linea dei 
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numeri come una semplice rappresentazione e non come un modello geometrico. Questo fenomeno 
di compartimentazione è stato osservato anche in altre ricerche (Elia et al., 2005; Gagatsis et al., 2011; 
Shiakalli & Gagatsis, 2005a, 2005b).

 

Figura 4. Diagramma statistico implicativo dei questionari A, B, C e D.

Infine, dobbiamo menzionare che la stessa ricerca è stata ripetuta in Grecia e in Italia e lo stesso fe-
nomeno di compartimentazione è stato osservato nonostante le differenze tra i sistemi educativi, la 
lingua e la cultura dei tre Paesi (Gagatsis et al., 2004). Sulla base dei risultati della ricerca di cui sopra 
possiamo capire le opinioni di alcuni ricercatori secondo cui la linea dei numeri non è un aiuto visivo 
utile per aiutare i bambini più piccoli ad aggiungere e sottrarre numeri interi. La linea dei numeri è 
un modello geometrico che aiuta gli studenti a sviluppare una varietà di abilità che possono essere 
applicate non solo alle operazioni tra numeri interi ma anche ad altri concetti. 

3.1 Alcuni elementi della metodologia della ricerca-azione
La ricerca-azione è il processo di studio di un problema o di una situazione scolastica reale. In altre 
parole, la ricerca-azione è un metodo di indagine sistematica che gli insegnanti intraprendono come 
ricercatori della loro stessa pratica (Efron & Ravid, 2020; Mertler, 2009). Lo sviluppo professionale 
degli insegnanti può essere facilitato dalla ricerca-azione. Infatti, la ricerca-azione può essere utiliz-
zata come un sostituto delle tradizionali formazioni continue per migliorare la crescita e lo sviluppo 
professionale degli insegnanti. Inoltre, l’obiettivo della ricerca-azione è quello di migliorare la propria 
pratica di insegnamento o di migliorare il funzionamento di una scuola. Johnson propone alcuni 
passi essenziali della ricerca-azione (Johnson, 2012). Il primo passo è la definizione di una domanda 
o di una area di studio; nel nostro caso è l’insegnamento e l’apprendimento dei numeri negativi. Il 
secondo passo è la decisione dell’insegnante sul metodo di raccolta dei dati. Infatti, possono essere 
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utilizzati diversi metodi: l’osservazione di individui o gruppi; l’uso di registrazioni audio e video; l’uso di 
interviste strutturate o semi-strutturate; la distribuzione di sondaggi o questionari ecc. Il terzo passo 
è la raccolta e l’analisi dei dati: esistono diversi metodi di analisi dei dati qualitativi o quantitativi. Il 
quarto passo è la descrizione dei diversi modi di utilizzo e applicazione dei risultati (Johnson, 2012). 
Una revisione della letteratura pertinente relativa all’argomento o alla domanda di ricerca potrebbe 
anche essere inclusa nella ricerca-azione.
Nel nostro caso, l’uso di modelli è stato un punto centrale per l’insegnamento dei numeri negativi ed 
è stato studiato da vari ricercatori. La rassegna della letteratura relativa è stata presentata nella prima 
parte dell’articolo. Secondo alcuni studi (Battista, 1983; Liebeck, 1990; Stephan & Akyuz, 2012), esi-
stono due modelli per l’insegnamento dei numeri interi, ovvero quello con contatori o cariche di due 
tipi e quello con le linee di numeri. Per quanto riguarda la metodologia, nella nostra ricerca-azione 
abbiamo utilizzato due questionari che corrispondono ai due modelli di cui sopra per l’insegnamento 
dei numeri negativi. Abbiamo applicato la statistica descrittiva per analizzare i nostri dati.

3.2 Il modello delle cariche positive e negative per insegnare i numeri negativi
Nel primo modello usiamo una rappresentazione specifica per i due tipi di cariche, ognuna delle quali 
corrisponde a un’unità positiva o negativa. Una carica positiva è rappresentata dal simbolo “+” in un 
cerchio. Allo stesso modo, una carica negativa è rappresentata dal simbolo “–” in un cerchio. Le opera-
zioni tra i numeri sono associate alla manipolazione delle cariche e al calcolo della carica totale. Sia l’ad-
dizione che la sottrazione si basano sull’uso dell’elemento neutro. L’elemento neutro di un’operazione è 
un elemento che, se combinato con un altro numero usando quell’operazione, lascia il numero invariato. 
Per l’addizione e la sottrazione questo è il numero zero. Gli studenti devono capire che due cariche di 
tipo diverso corrispondono al numero zero, che si traduce nel calcolo (+1) + (–1) = 0. Questo può essere 
esteso come segue: aggiungere qualsiasi numero di cariche che possono essere messe in coppie di 
tipo opposto non cambia la carica totale che avevamo inizialmente, quindi v + 0 = v. Dunque, possia-
mo disegnare o cancellare qualsiasi numero di tali coppie per facilitare i calcoli.
Quando sommiamo disegniamo le cariche che rappresentano i due numeri da aggiungere, usando i 
simboli appropriati a seconda che siano positive o negative. Poi troviamo tutte le possibili coppie di 
cariche opposte e le cancelliamo (dato che il loro valore è zero) e infine contiamo le cariche rimanenti 
(che devono essere dello stesso tipo). Per esempio, per eseguire l’addizione 4 + 3 disegniamo quattro 
cariche positive e poi altre tre cariche positive. Pertanto, in totale abbiamo sette cariche positive e la 
somma deve essere sette. Per l’addizione di due numeri negativi si lavora in modo simile. Per sommare 
due numeri con segni diversi usiamo la proprietà dello zero come elemento di identità. Per esempio, 
per eseguire il calcolo (–4) + (+3) disegniamo prima quattro cariche negative e poi tre cariche positive. 
Osserviamo che abbiamo tre coppie di cariche opposte, di cui non teniamo conto. Così, ci ritroviamo 
con una sola carica negativa (Tabella 2).

Operazione Rappresentazione simbolica Risposta

(–4) + (+3)
⊖⊖⊖⊖ 

⊕⊕⊕ (–4) + (+3) = –1

Tabella 2. Somma (–4) + (+3).
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L’operazione di sottrazione funziona come segue: si disegnano le cariche corrispondenti al nu-
mero da sottrarre e poi si cancellano le cariche che corrispondono al numero da sottrarre. Nei 
casi in cui non ci sono abbastanza cariche da depennare, si disegnano cariche addizionali. Per 
ogni carica aggiuntiva disegniamo anche un’altra carica del tipo opposto, in modo che la carica 
iniziale rimanga la stessa. Infine, contiamo le cariche rimanenti. Per esempio, per eseguire la sot-
trazione (–4) – (+3), iniziamo disegnando quattro cariche negative. Poi dobbiamo cancellare tre 
cariche positive, che non esistono. Per trovare la differenza disegniamo tre cariche positive e tre 
negative. Dopo di che cancelliamo le tre cariche positive e così alla fine ci ritroviamo con sette 
cariche negative (Tabella 3).

Operazione Rappresentazione simbolica Risposta

(–4) – (+3)
⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖ 

⊕⊕⊕ (–4) – (+3) = –7

Tabella 3. Differenza (–4) – (+3).

Per capire la moltiplicazione, gli studenti devono solo capire che questa operazione è equivalente 
all’addizione ripetuta. Per esempio, per fare la moltiplicazione 3 · (–2) dobbiamo disegnare tre 
volte due cariche negative, quindi in totale abbiamo sei cariche negative. Il caso più difficile con 
la moltiplicazione è quello in cui abbiamo due fattori negativi. Dobbiamo disegnare coppie di 
cariche opposte (abbastanza per cancellare le cariche negative) e poi cancellare tante cariche ne-
gative quanto il valore del modulo del secondo fattore per tante volte quanto il modulo del primo 
fattore. In altre parole, cancelliamo tante cariche negative quanto il prodotto dei moduli dei due 
fattori. Infine, contiamo le cariche rimanenti (non teniamo conto di eventuali coppie di cariche 
opposte). Di conseguenza, il prodotto di due numeri negativi è sempre positivo. Per esempio, 
per eseguire il calcolo (–3) · (–2) si disegnano coppie di cariche opposte e poi si cancellano due 
cariche negative, ripetendo tre volte. Perciò, cancelliamo sei cariche negative in totale e riman-
gono sei cariche positive (ed eventualmente alcune coppie di cariche opposte), il che implica che 
il prodotto è sei.
Quando si divide si cerca di ottenere tante cariche quante sono quelle del dividendo, disegnando 
o cancellando ripetutamente le cariche. Nei casi in cui il divisore è un numero positivo, si disegna-
no gruppi di cariche con cardinalità uguale al divisore. In questi casi, il segno del risultato dipende 
dal segno del divisore. Se abbiamo per esempio la divisione (+6) : (+2), disegniamo coppie di 
cariche positive fino ad ottenere sei cariche. Dobbiamo disegnare tre di queste coppie e quindi il 
quoziente è +3. Se ora abbiamo la divisione (–6) : (+2), disegniamo coppie di cariche negative fino 
ad ottenerne sei. Dobbiamo ripetere questo processo tre volte e quindi il quoziente è –3. Nei casi 
in cui il divisore è negativo il processo cambia. In pratica cerchiamo di creare e cancellare tanti 
gruppi di cariche equivalenti a quanto è il divisore, in modo da finire con tante cariche quanto 
è il valore del dividendo. Se abbiamo la divisione, (+6) : (–2), cancelliamo due gruppi equivalenti 
di cariche in modo da avere 6 cariche positive. Dunque, inizialmente disegniamo sei coppie di 
cariche opposte e cancelliamo due triple di cariche negative. Quindi il quoziente è –3, poiché 
cancelliamo le triple di cariche negative. Allo stesso modo, eseguiamo la divisione (–6) : (–2). 
Disegniamo sei coppie di cariche opposte e cancelliamo due triple di cariche positive. Pertanto, il 
quoziente è +3, poiché cancelliamo le triple di cariche positive.
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3.3 L’applicazione della linea dei numeri per l’insegnamento delle operazioni tra nume-
ri negativi
Sulla base dell’esame da un lato della ricerca sugli ostacoli dei matematici e degli studenti relativi ai 
numeri negativi e dall’altro lato sui vantaggi dell’uso di modelli geometrici nell’insegnamento della 
matematica, proponiamo il modello della linea dei numeri per l’insegnamento dei numeri negativi.
Questa è una linea che contiene tutti i numeri reali ed è composta da tre parti fondamentali. Al 
centro, abbiamo l’origine solitamente segnata con il numero zero, i numeri positivi sono segnati a 
destra dell’origine mentre i numeri negativi sono segnati a sinistra dell’origine. Le frecce sono messe 
alle estremità della linea orizzontale per mostrare che la linea continua all’infinito. I vettori sono usati 
per la rappresentazione dei numeri. Per i numeri positivi si usano vettori diretti a destra, mentre per 
i numeri negativi si usano vettori diretti a sinistra. La lunghezza di un vettore corrisponde al valore 
assoluto del numero che rappresenta. Per esempio, il numero 4 è rappresentato da un vettore di 
lunghezza quattro diretto a destra, mentre il numero –4 è rappresentato da un vettore di lunghezza 
quattro diretto a sinistra.
In questo modello l’addizione si esegue come segue: partendo da zero si disegna un vettore cor-
rispondente al primo numero. Poi, partendo dal punto finale di questo vettore si disegna un altro 
vettore corrispondente al secondo numero. La somma dei due numeri è rappresentata da un vettore 
che parte dall’inizio del primo vettore (cioè zero) e si estende fino alla fine del secondo vettore. Per 
esempio, se dobbiamo fare il calcolo (+2) + (+3), disegniamo prima un vettore che si estende da zero 
a 2 e poi partendo da 2 disegniamo un vettore di lunghezza tre, diretto a destra che quindi si estende 
fino a 5. La somma dei due numeri è rappresentata da un vettore che parte da zero e si estende fino a 
5 e rappresenta quindi il numero 5 (Figura 5). In modo simile, possiamo sommare due numeri negativi, 
con la differenza che questa volta i vettori sono entrambi diretti a sinistra. Se dobbiamo sommare due 
numeri di segno opposto, per esempio con il calcolo (+2) + (–3), lavoriamo come segue: disegniamo 
prima un vettore da zero a 2 e poi partendo da 2 disegniamo un vettore di lunghezza tre con dire-
zione verso sinistra che quindi termina a –1. La somma dei due numeri è rappresentata da un vettore 
che parte da zero e si estende fino a –1 e rappresenta il numero –1 (Figura 6).

–7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 5. Somma (+2) + (+3).

–7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 6. Somma (+2) + (–3).

La sottrazione si esegue in modo simile, come mostrato con le seguenti due differenze: il secondo 
vettore viene posto in modo che il suo punto finale sia uguale a quello del primo vettore e la differen-
za dei due numeri viene rappresentata da un vettore che inizia dal punto iniziale del primo vettore e 
finisce nel punto iniziale del secondo vettore.
Per esempio, se abbiamo il calcolo (+7) – (+3) lavoriamo come segue: disegniamo un vettore che inizia 
da zero e termina a 7. Poi, disegniamo un altro vettore che termina anch’esso a 7, di lunghezza 3 e 
diretto verso destra, il quale, quindi, deve avere il suo punto di partenza a 4. La differenza tra i due 
numeri dati è rappresentata da un vettore che inizia da zero e si estende fino a 4, quindi è il numero 
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positivo 4 (Figura 7). Nel caso di due numeri con segno opposto, come per esempio nella sottrazione 
(–7) – (+3) si fa così: si disegna un vettore che parte da zero e si estende fino a –7. Dopo di che dise-
gniamo un altro vettore che termina anch’esso a –7 e ha una lunghezza di tre. Il secondo vettore è 
diretto a destra, quindi deve partire da –10. La differenza dei due numeri corrisponde a un vettore 
che parte da 0 e si estende fino a –10, quindi è il numero negativo –10 (Figura 8). Infine, se dobbiamo 
sottrarre un numero negativo come, per esempio, nel calcolo (+7) – (–3) lavoriamo nello stesso modo: 
disegniamo un vettore che parte da zero e si estende fino a 7. Poi disegniamo un altro vettore che 
termina a 7 e ha una lunghezza di 3. Il secondo vettore è diretto a sinistra e quindi deve partire da 
10. La differenza tra i due numeri corrisponde a un vettore che parte da zero e si estende fino a 10, 
quindi rappresenta il numero positivo 10 (Figura 9).

–7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7  
Figura 7. Differenza (+7) – (+3).

–12 –11 –10 –9 –8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5

Figura 8. Differenza (–7) – (+3).

–5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 9. Differenza (+7) – (–3).

La moltiplicazione tra numeri positivi si ottiene per addizione ripetuta. La moltiplicazione di un nume-
ro positivo per un numero negativo si esegue allo stesso modo. Per esempio, per la moltiplicazione 
(+2) · (–3) seguiamo i seguenti passi: disegniamo un vettore con punto iniziale a zero e punto finale 
a –3 e poi un altro vettore con punto iniziale a –3, di lunghezza 3 che deve estendersi fino a –6 e 
quindi il prodotto è –6 (Figura 10). Nel caso in cui il primo fattore sia un numero negativo, l’operazione 
di moltiplicazione implica una sottrazione ripetuta da zero, cioè il secondo fattore viene sottratto da 
zero tante volte quanto indicato dal modulo del primo fattore. Se, per esempio, abbiamo la moltipli-
cazione (–2) · (–3) facciamo così: disegniamo due vettori consecutivi di lunghezza 3 e diretti a sinistra 
(che rappresentano il numero –3). Di conseguenza, questi vettori devono iniziare a 6. Così, il prodotto 
dei due numeri è rappresentato da un vettore che ha il suo punto iniziale a zero e il suo punto finale 
(al punto iniziale dei due vettori) a 6 (Figura 11). Quindi, il prodotto di –2 e –3 è 6.
 

–8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5

Figura 10. Prodotto (+2) · (–3).
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–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 11. Prodotto (–2) · (–3).

La divisione si ottiene o per addizione ripetuta o per sottrazione ripetuta del divisore da zero tante 
volte quanto necessario per ottenere il dividendo. Per eseguire la divisione (+10) : (+2) disegniamo 
un vettore da zero a 2, poi un vettore da 2 a 4 e ripetiamo questo processo altre tre volte fino a rag-
giungere 10. Poiché dobbiamo disegnare 5 vettori consecutivi di lunghezza 2 per raggiungere 10, il 
quoziente di questa divisione è 5 (Figura 12). Per la divisione (–10) : (+2) sottraiamo ripetutamente da 
zero: disegniamo un vettore che termina a zero e parte da –2 (poiché ha una lunghezza di due ed è 
diretto a destra), poi un altro vettore che termina a –2 e parte da –4 e ripetiamo questo processo altre 
tre volte fino a raggiungere –10. Poiché dobbiamo sottrarre da zero cinque vettori di lunghezza 2 per 
raggiungere –10, il quoziente di questa divisione è –5 (Figura 13).

–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 12. Quoziente (+10) : (+2).

–12 –11 –10 –9 –8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

Figura 13. Quoziente (–10) : (+2).

3.4 Risultati del confronto dell’applicazione dei due modelli
Lo scopo di questo studio è confrontare il modello delle cariche positive e negative e il modello della 
linea dei numeri, in termini di efficacia nell’insegnamento delle operazioni di addizione e sottrazione 
di numeri interi. La ricerca ha coinvolto 18 studenti tra i 12 e i 13 anni, che sono stati divisi in due 
gruppi omogenei. Al primo gruppo sono state date istruzioni su come applicare il modello delle ca-
riche positive e negative insieme ad alcuni esempi. Al secondo gruppo sono state date istruzioni ed 
esempi sul modello della linea dei numeri. Ad ogni gruppo è stato dato un diverso foglio di esercizi. 
Nei due fogli di esercizi ai gruppi è stato chiesto di eseguire le stesse operazioni utilizzando il metodo 
spiegato loro.
Più precisamente, i due fogli di esercizi comprendevano due attività (Attività 1 e Attività 2) e ciascuna 
di esse aveva quattro sotto-domande (a, b, c, d). Le domande 1a e 1b riguardavano rispettivamente 
l’addizione tra due numeri positivi e due numeri negativi. Le domande 1c e 1d riguardavano l’addizio-
ne di un numero positivo e uno negativo. In 1c il valore assoluto del numero positivo era maggiore di 
quello del numero negativo e in 1d avveniva l’inverso. Le domande 2a e 2b riguardavano la sottrazio-
ne tra numeri positivi. In 2a il minuendo era maggiore del sottraendo e in 2b il contrario. La domanda 
2c riguardava la sottrazione tra due numeri di segno opposto con il sottraendo che era negativo. 
La domanda 2d riguardava la sottrazione tra numeri negativi. Di seguito (Tabella 4) sono riportate le 
percentuali di successo per domanda in ogni foglio di esercizi.
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Domanda Operazione
Modello cariche 

positive e negative
Modello linea 

dei numeri

1a (+5) + (+1) 78% 78%

1b (–2) + (–3) 78% 67%

1c (+5) + (–1) 56% 44%

1d (+2) + (–6) 33% 44%

2a (+6) – (+4) 44% 33%

2b (+1) – (+4) 22% 11%

2c (+2) – (–4) 11% 0%

2d (–1) – (–5) 11% 0%

Tabella 4. Tassi di successo per domanda nei due fogli di esercizi.

Osserviamo che le percentuali di successo nella domanda 1a sono le stesse per entrambi i gruppi. 
Una piccola differenza nelle percentuali di successo si osserva nelle domande 1b, 1c e 1d. Il modello 
delle cariche prevale nelle domande 1b e 1c e il modello della linea dei numeri ha una percentuale 
maggiore nella domanda 1d. C’è una differenza nelle percentuali di successo nelle domande 2a, 2b, 
2c e 2d con il modello delle cariche che ha le percentuali più alte in tutte.
Da quanto sopra si evince che il modello della linea dei numeri è meno efficace per l’operazione 
di sottrazione rispetto al modello delle cariche. Questo può essere dovuto al fatto che ci sono due 
differenze nella procedura seguita nella sottrazione rispetto a quella seguita nell’addizione (la frec-
cia corrispondente al sottraendo è posizionata in modo che finisca nello stesso punto della freccia 
corrispondente al minuendo invece di iniziare da dove la freccia corrispondente al minuendo finiva e 
la freccia corrispondente alla differenza comincia all’inizio della prima freccia e finisce all’inizio della 
seconda in contrasto con quella della somma che inizia all’inizio della prima freccia e finisce alla fine 
della seconda). Queste differenze possono confondere gli studenti che cercano di applicare per la 
sottrazione la stessa procedura usata per l’addizione.
Le percentuali di successo nelle domande 2a-2d che riguardano la sottrazione sono generalmente 
inferiori a quelle delle domande 1a-1d che riguardano l’addizione per entrambi i modelli. Quindi, con-
cludiamo che è più difficile per gli studenti capire la sottrazione. Gli studenti hanno incontrato una 
particolare difficoltà nei casi in cui il minuendo era un numero negativo.
Diversi ricercatori hanno tentato il confronto tra questi due modelli. Secondo Bofferding (2014) i 
due modelli primari per l’insegnamento dei numeri negativi sono il modello delle cariche positive e 
negative e il modello della linea dei numeri. Il modello delle cariche positive e negative è un modello 
del primo tipo in quanto la sua funzionalità si basa sul fatto che una carica positiva e una negativa si 
annullano a vicenda. Il modello delle cariche positive e negative implica l’uso del principio dell’inverso 
additivo, che potrebbe aiutare la comprensione parziale del segno meno unario, ma non sottolinea 
l’ordine; e in alcuni casi, la sottrazione implica sia l’addizione che la sottrazione, confondendo po-
tenzialmente il significato binario del segno meno. D’altra parte, il modello della linea dei numeri 
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evidenzia l’ordine dei numeri negativi rispetto ai numeri positivi, e i valori dei numeri possono essere 
interpretati come distanze dallo zero in direzioni opposte, fornendo un senso al significato unario del 
segno meno e alle grandezze orientate.
Nonostante i vantaggi del modello della linea dei numeri, questo metodo non è utile se lo studente 
non ha una chiara comprensione di una linea dei numeri astratta. Inoltre, un errore comune degli 
studenti quando applicano questo modello è che contano i numeri stessi piuttosto che gli spazi tra i 
numeri. Freudenthal (1983) ha sottolineato altri due svantaggi del modello della linea dei numeri. Il 
primo difetto del modello è l’asimmetria didattica tra numeri positivi e negativi. I numeri positivi sono 
più concreti nel senso di una maggiore originalità; così, si può operare con loro; i numeri negativi sono 
secondari, introdotti come risultati di operazioni che prima erano impossibili, adatti ad essere adope-
rati se necessario, ma inadatti ad avere operazioni eseguite con loro. In secondo luogo, in questo mo-
dello un punto a sulla linea dei numeri è allo stesso tempo interpretato come una freccia da 0 ad a e ci 
sono autori di libri di testo che tacitamente passano da questa interpretazione alla visione delle frecce 
come numeri e in questo modo suggeriscono più di quanto la prima interpretazione possa rendere.

La comprensione dei numeri negativi e delle operazioni tra di essi è un compito piuttosto impe-
gnativo, a causa della loro natura. Le difficoltà sorgono non solo nel concepire la loro esistenza ma 
anche nel capire come usarli. Cioè, errori comuni si verificano sia nei calcoli che coinvolgono i numeri 
negativi, sia nel concettualizzare e dare un senso ad essi e alle loro operazioni. È chiaro che l’esiguo 
numero di alunni ai quali sono stati applicati il modello delle cariche positive e negative e il modello 
geometrico della linea dei numeri, non ci permette di utilizzare l’analisi statistica implicativa, come è 
stato fatto nell’indagine sugli alunni della scuola primaria.
Tuttavia, con l’approccio didattico appropriato, in particolare quello basato sul modello geometrico 
della linea dei numeri, possiamo superare questi ostacoli e misconcezioni persistenti che sono stati in-
contrati sia da grandi matematici che da studenti. Infatti, il modello geometrico della linea dei numeri 
ha un carattere generatore, cioè produce e rappresenta un numero illimitato di proprietà, a partire da 
un numero limitato di elementi e di regole per combinarli. Inoltre, questo modello ha ovviamente un 
carattere euristico, cioè ci porta facilmente a nuove informazioni su quel sistema, indipendentemente 
dal sistema iniziale che rappresenta.
Ciononostante, il modello geometrico della linea dei numeri ci sembra più adatto agli studenti più 
avanzati. I risultati dell’applicazione della linea dei numeri in semplici compiti di addizione e sottra-
zione di numeri interi in studenti della scuola primaria supporta questo punto di vista. Inoltre, questo 
modello, che è in definitiva un caso speciale di un modello di linea affine con calcolo vettoriale, 
dovrebbe essere più generalmente integrato in un piano affine con vettori. Anche se la presente 
“ricerca-azione” è basata su una metodologia semplice e sulla presentazione statistica descrittiva dei 
risultati, crediamo che sia un buon esempio concreto di relazione tra la “ricerca” nell’educazione ma-
tematica e la “pratica” nelle scuole. Sosteniamo che la ricerca-azione può essere utilizzata per colma-
re il divario tra la ricerca sull’educazione matematica e la pratica dell’insegnamento della matematica.
Infine, crediamo fortemente che il modello del Mathematical Working Space (MWS) dovrebbe essere 
applicato all’insegnamento dei numeri negativi così come al modo in cui la percezione dei numeri 
negativi da parte degli studenti contribuisce alla formazione delle genesi semiotiche, strumentali e 
discorsive. 
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